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Programování s omezujícími podmínkami

| na cestì ke svatému grálu

Roman Barták, Praha

Motto:

þProgramování s omezujícími podmínkami pøedstavuje jedno z nejvìt¹ích pøiblí-

¾ení, jaké kdy informatika udìlala k nalezení svatého grálu programování: u¾ivatel

zadá problém a poèítaè ho vyøe¹í.ÿ

E. Freuder, èasopis Constraints, duben 1997

Zaèínajícím programátorùm se èasto zdùrazòuje, ¾e poèítaè udìlá pøesnì a jen
to, co je mu zadáno. Za programování poèítaèù se pak pova¾uje pøesný formální
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popis postupu, jak daný problém vyøe¹it, v øeèi stroje. Tento zpùsob programování,
nazývaný imperativní nebo také procedurální programování, vychází z my¹lenky, ¾e
poèítaèi je tøeba pøesnì popsat algoritmus, tj. postup øe¹ení problému. Pøi strojovém
øe¹ení problému tedy musíme sami nejprve vìdìt, jak daný problém vyøe¹it. Existuje
ov¹em i jiný zpùsob, jak poèítaè pøimìt k øe¹ení problémù, a ten nese název dekla-
rativní programování. Deklarativní programování je zalo¾eno na my¹lence zadávat
stroji pouze to, co má øe¹it, a nestarat se o to, jak konkrétnì se má daný problém
vyøe¹it. V následujících odstavcích se podíváme podrobnìji na jednoho z mlad¹ích
a pøesto ji¾ komerènì velmi úspì¹ných reprezentantù deklarativního programování, na
programování s omezujícími podmínkami. Zaènìme ale pohledem do historie.

1. Od Prologu k CLP

Logické programování a jeho hlavní implementace v podobì programovacího jazyka
Prolog pøedstavuje asi nejznámìj¹í pøístup k deklarativnímu øe¹ení problémù. Ostatnì
slogan þNeøíkejte poèítaèi, jak má problém øe¹it, ale co má øe¹itÿ najdeme nejèastìji
právì ve spojení s programovacím jazykem Prolog. Programování v Prologu je dosti
odli¹né od v¹eho, na co jsou tradièní programátoøi zvyklí v imperativních (procedu-
rálních) jazycích. Na rozdíl od jazykù, jako je C, C++, Java, Pascal èi Fortran, kde je
program popsán sekvencí instrukcí, je problém v Prologu formulován pomocí sady pra-
videl popisujících spí¹e logický charakter problému ne¾ zpùsob, jak konkrétní problém
vyøe¹it. Pøi zadání problému potom vestavìný øe¹ící systém sám vybere a poskládá
pravidla nutná k jeho vyøe¹ení, pøièem¾ pou¾ívá mechanismus syntaktického porovnání
termù tzv. uni�kace a prohledávání s navracením (backtracking). Uni�kace je vlastnì
rovnost nad doménou v¹ech termù nazývanou té¾ Herbrandovo universum, tak¾e
napøíklad term f(X) je uni�kovatelný s termem f(2) (velkými písmeny se v Prologu
tradiènì oznaèují promìnné, tj. po dosazení X = 2 dostaneme syntakticky identické
termy), ale term f(X) není uni�kovatelný s termem 3.

stryc(X,Y) :- bratr(X,Z), rodic(Z,Y). % strýc je bratrem nìkterého z rodièù

rodic(X,Y) :- otec(X,Y). % rodièem je buï otec

rodic(X,Y) :- matka(X,Y). % nebo matka

bratr(X,Y) :- sourozenci(X,Y), muz(X). % bratr je sourozenec, který je mu¾em

sourozenci(X,Y) :- rodic(Z,X), rodic(Z,Y). % sourozenci mají spoleèného rodièe

Pøíklad zadání programu v Prologu (jednoduchá genealogická databáze)

Bohu¾el Herbrandovo universum je pøece jen sémanticky vzdálenìj¹í od bì¾ných
domén, tak¾e v Prologu napøíklad termy 1 + 2 a 3 nejsou uni�kovatelné (syntakticky
identické), i kdy¾ bì¾ný rozum by øíkal, ¾e jde o tyté¾ objekty. Právì neinterpretova-
nost Herbrandova universa vedla v polovinì 80. let ke vzniku logického programování

s omezujícími podmínkami (CLP| Constraint Logic Programming). Nejprve Gallaire
[12] a po nìm Ja�ar a Lassez [16] navrhli obecné schéma CLP(D), kde je Herbrandovo
universum nahrazeno konkrétní doménou D (napøíklad celými nebo reálnými èísly)
a místo uni�kace se pou¾ívá rovnost nad touto doménou. Pøirozenì nic nám potom
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nebrání pou¾ívat v CLP programech i dal¹í relace/podmínky nad konkrétní doménou,
napøíklad porovnání.

2. Interdisciplinární zaèátky

De�nice CLP, pøesto¾e jde nepochybnì o jeden z hlavních krokù vedoucích k progra-
mování s omezujícími podmínkami, ov¹em nebyla tím úplnì prvním pou¾itím omezu-
jících podmínek. Vùbec prvním problémem, který byl formulován pomocí omezujících
podmínek, je analýza scény, jejím¾ cílem je rozpoznat trojrozmìrné objekty a vztahy
mezi nimi z dvojrozmìrného snímku scény. Asi nejdùle¾itìj¹ím krokem v analýze scény
je ohodnocení hran (èar) vyskytujících se v obrázku jedním z typù konvexní, konkávní
nebo hranièní hrana. Prozkoumat v¹echna mo¾ná ohodnocení hran je vzhledem k jejich
poètu pøirozenì výpoètovì neúnosné (3N mo¾ností proN hran a 3 hranové typy), a tak
nastupuje technika dnes známá jako propagace podmínek (constraint propagation).

+ 

+ 
+ 

+ 

- 
- 

+ + 

Obr. 1. Ohodnocení hran v obrázku tvoøí jednu z hlavních èástí analýzy scény (+ znaèí
konvexní hrany, � hrany konkávní a ¹ipkou jsou oznaèeny okrajové hrany objektu).

Základní my¹lenka ohodnocení hran, jak ji navrhl Waltz [34] a rozpracovali dal¹í,
je zalo¾ena na pozorování, ¾e v místech, kde se hrany stýkají, existuje jen omezené
mno¾ství korektních ohodnocení hran a ¾e hrana zachovává po celé své délce stejný typ
(u bì¾ných objektù). Ohodnocování hran se potom provádí tak, ¾e se vybere nìjaké
pøípustné ohodnocení u jednoho z vrcholù a toto ohodnocení se pøes hrany propaguje
do dal¹ích vrcholù. Znalost typu nìkterých hran u dal¹ích vrcholù vede k omezení
poètu povolených ohodnocení v rámci vrcholu, èím¾ se prohledávaný prostor výraznì
redukuje. Pokud se zjistí, ¾e nelze v dal¹ím ohodnocování pokraèovat, tj. neexistuje
povolené ohodnocení hran v nìjakém vrcholu, program se prostì vrátí k poslednímu
vrcholu, kde jsou je¹tì k dispozici dal¹í povolená ohodnocení, a zkusí jiné ohodnocení.
Tato technika prohledávání s navracením je dnes základem øady øe¹ících algoritmù
a v dal¹ím textu se k ní je¹tì vrátíme.
Omezující podmínky se ve svých poèátcích objevily i ve zcela jiném kontextu,

konkrétnì v oblasti interaktivní gra�ky. Poèátkem ¹edesátých let vyvinul Ivan Su-
therland systém Sketchpad [30] pro kreslení a manipulaci geometrických objektù
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Obr. 2. Ohodnocování hran vyu¾ívá pozorování, ¾e pouze relativnì malé mno¾ství kombinací
typù má reálný význam.

na poèítaèové obrazovce. Na jeho práci potom navázal podobnì zamìøený systém
ThingLab Alana Borninga [4], tì¾ící z právì vznikající podoby gra�ckých u¾ivatel-
ských rozhraní. Geometrické objekty a jejich vztahy se v tìchto systémech popisovaly
matematickými formulemi, o jejich¾ pøevedení na explicitní tvar, tj. vypoètení hodnot
promìnných = zji¹tìní pozic bodù, se staral systém sám. Pokud u¾ivatel zmìnil
polohu nìjakého objektu, systém automaticky upravil polohu ostatních objektù tak,
aby vztahy mezi objekty zùstaly v platnosti. Techniky vyvinuté v tìchto pionýrských
systémech se pozdìji staly základem metod lokální propagace a kompilace podmínek
umo¾òujících rychlou odezvu øe¹ièe podmínek nezbytnou pro interaktivní prostøedí.

Obr. 3. ThingLab nabízí interaktivní práci s geometrickými objekty (vlevo { gra�cké rozhraní,
vpravo { postupné zmìny tvaru objektu pøi ta¾ení jednoho z bodù).

3. Základní øe¹ící techniky

Jak ukazují pøedchozí odstavce, cest vedoucích ke vzniku programování s omezují-

cími podmínkami (CP { Constraint Programming) bylo hned nìkolik, a tak se nelze
divit, ¾e dne¹ní CP je souhrnem celé øady nìkdy dosti odli¹ných øe¹ících technik [17, 21,
31, 32]. Programování s omezujícími podmínkami jako celek je obor vìnující se øe¹ení
problémù popsaných soustavou omezení. Omezení nebo jinak té¾ omezující podmínka
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je libovolná relace, její¾ splnìní je pøi øe¹ení problému vy¾adováno. Relace mohou být
de�novány nad nekoneènými spojitými doménami, napø. reálných èísel, potom se pro
jejich øe¹ení nejèastìji pou¾ívají techniky operaèního výzkumu (simplexová metoda)
nebo numerické matematiky (Newtonova interpolaèní metoda, Taylorovy rozvoje). Pro
CP je ov¹em mnohem typiètìj¹í práce s koneènými diskrétními doménami, které jsou
pou¾ity snad v 95% v¹ech aplikací CP. V následujícím textu se proto soustøedíme
na techniky øe¹ení podmínek nad koneènými doménami. V takovém pøípadì hovoøíme
o problému splòování podmínek (CSP { Constraint Satisfaction Problem), který je
formálnì de�nován jako:

� koneèná mno¾ina promìnných,

� ka¾dé promìnné je pøiøazena koneèná doména, tj. mno¾ina mo¾ných hodnot,

� koneèná mno¾ina podmínek omezujících hodnoty, které mohou promìnné souèasnì
nabývat.

Øe¹ením CSP problému je potom ohodnocení v¹ech promìnných, tj. vybrání hod-
noty promìnné z pøíslu¹né domény tak, ¾e v¹echny podmínky jsou splnìny. Nìkdy
staèí nalézt jediné pøípustné øe¹ení, jindy se po¾aduje nalézt v¹echna øe¹ení a èasto se
setkáme s hledáním optimálního øe¹ení, kde kvalita øe¹ení je urèena objektivní funkcí
nad promìnnými problému.

3.1. Systematické prohledávání

Asi nejjednodu¹¹ím zpùsobem øe¹ení CSP problému je prohledávání prostoru v¹ech
ohodnocení promìnných a hledání takového ohodnocení, které splòuje v¹echny pod-
mínky. Nejjistìj¹í metodou je pak systematické prohledávání takového prostoru, které
nám zaruèí, ¾e neopomineme ¾ádné øe¹ení.

Metoda, která zabere pøi øe¹ení libovolného problému s koneènì velkým prohledáva-
ným prostorem, se jmenuje generuj a testuj. Pøesto¾e o její efektivitì lze pochybovat,
je urèitì dobré si její princip a nedostatky pøipomenout, proto¾e právì na odstranìní
nedostatkù jsou zalo¾eny dal¹í, ji¾ mnohem efektivnìj¹í metody. Tedy, technika generuj
a testuj prohledává prostor v¹ech ohodnocení promìnných tak, ¾e systematicky gene-
ruje mo¾ná ohodnocení a ve druhé fázi testuje, zda dané ohodnocení splòuje v¹echny
podmínky. Pokud tomu tak je, øe¹ení je nalezeno, pokud ne, vygeneruje se dal¹í dosud
neprovìøené ohodnocení. V této obecné metodì lze odhalit asi dva zásadní nedostatky,
které mají negativní vliv na efektivitu výpoètu:

{ neinformovanost generátoru ohodnocení, tj. pokud testovací fáze sel¾e (nìjaká
podmínka je nesplnìna), generátor slepì vezme dal¹í ohodnocení podle pravidla
systematického procházení a nebere v úvahu konkrétní dùvod selhání testu (èasto
se potom procházejí podobná ohodnocení se stejnou þchybouÿ),

{ pøíli¹ pozdní odhalení nekonzistencí, tj. nesplnìní podmínky je zji¹tìno a¾ po ohod-
nocení v¹ech promìnných.
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O generátorech, které vyu¾ívají informací z testovací fáze, budeme hovoøit pozdìji
(nepatøí mezi systematické metody). Podívejme se nyní na metodu sna¾ící se odhalit
nekonzistence døíve ne¾ po ohodnocení v¹ech promìnných. Generuj a testuj provádí
test podmínek a¾ poté, co je vygenerováno nìjaké úplné ohodnocení promìnných. Test
konkrétní podmínky lze ov¹em provést ji¾ ve chvíli, kdy jsou ohodnoceny promìnné
zahrnuté v této podmínce (napø. podmínku X > 5 lze otestovat, jakmile známe hod-
notu pøiøazenou promìnné X). V pøípadì nesplnìní podmínky na nìjakém èásteèném
ohodnocení promìnných tedy není potøeba ohodnocovat ostatní promìnné, èím¾ se
prohledávaný prostor výraznì zredukuje (napø. v¹echna ohodnocení obsahující X = 4

jsou pøi podmínce X > 5 nekonzistentní a nemusí být dále zkoumána).
Na principu, kdy jsou promìnné ohodnocovány postupnì a podmínky jsou testo-

vány okam¾itì po ohodnocení v¹ech promìnných svázaných podmínkou, je zalo¾ena
dal¹í metoda systematického prohledávání, známá jako prohledávání s navracením

(backtracking) [26]. Prohledávání s navracením tak vlastnì postupnì roz¹iøuje èásteèné
konzistentní ohodnocení (podmínky nad ji¾ ohodnocenými promìnnými jsou splnìny)
na úplné konzistentní ohodnocení (v¹echny promìnné jsou ohodnoceny a v¹echny
podmínky jsou splnìny). Pokud nìjaká podmínka nad èásteèným ohodnocením pro-
mìnných není splnìna, zkusí se prostì dal¹í hodnota z domény poslednì ohodnocené
promìnné, a pokud je tato doména ji¾ vyèerpána, vrátí se algoritmus k pøedposlední
ohodnocené promìnné atd. Prohledávání s navracením tak zachovává úplnost metody
generuj a testuj (pokud øe¹ení existuje, je nalezeno), je ale v¾dy efektivnìj¹í, proto¾e
øada nekonzistentních ohodnocení je þuøíznutaÿ døívìj¹ím testováním podmínek. Pøes
svoji jednoduchost je prohledávání s navracením velice èasto vyu¾íváno pøi øe¹ení
problémù, jde vlastnì o základní øe¹ící mechanismus Prologu. Ani tato technika ov¹em
není zbavena v¹ech neøestí a postupem èasu byly identi�kovány tøi základní nedostatky
prohledávání s navracením, jejich¾ pøekonání se stalo základem dal¹ích øe¹ících technik:

{ thrashing, neboli opakovaný neúspìch kvùli stejnému dùvodu,

{ redundantní práce,

{ stále pozdní odhalení nekonzistence.

V¹echny tyto problémy si mù¾eme pøiblí¾it na pøíkladu binární podmínky B > E.
Pøedpokládejme, ¾e domény obou promìnných se skládají z prvkù 1,. . .,5 a ¾e pro-
mìnné jsou ohodnocovány v abecedním poøádku (k promìnným B, E uva¾ujme je¹tì
promìnné A, C, D a F). Dále pøedpokládejme, ¾e jsme promìnnou B ohodnotili 1
a poprvé na øadì pøi ohodnocování je promìnná E. Pøirozenì ¾ádnou hodnotu z domény
promìnné E nelze vybrat tak, aby podmínka B > E byla splnìna, co¾ vyvolá navracení.
Tradièní, tzv. chronologický backtracking tedy zmìní hodnotu promìnné D (tato
promìnná byla ohodnocena tìsnì pøed E) a opìt se sna¾í ohodnotit promìnnou E. To
se opakuje tak dlouho, dokud se postupným navracením nedostaneme k promìnné B

(po vyèerpání domén promìnných C a D). Proto¾e se zahazuje informace o dùvodu
neúspìchu a tento neúspìch je opakovanì (a zbyteènì) opakován, hovoøíme o tzv.
thrashingu. Problému thrashingu se lze vyhnout tak, ¾e se ka¾dý neúspìch pøi pokusu
pøiøadit hodnotu promìnné analyzuje a tato analýza se pou¾ije pøi navracení. Metoda,
která tuto techniku realizuje, se pøíznaènì nazývá backjumping [11] a v na¹em pøíkladì
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by doporuèila skoèit rovnou na promìnnou B. Tím se vyhneme øadì zbyteèných
pokusù, na druhou stranu je tøeba øíci, ¾e analýza neúspìchu nìco stojí a jeden krok
backjumpingu je proto výpoètovì nároènìj¹í ne¾ u backtrackingu. Z tohoto dùvodu
se nìkdy pou¾ívá jednodu¹¹í analýza, tzv. grafem (podmínek) øízený backjumping,
který v pøípadì koniktu doporuèuje návrat k nejbli¾¹í þprovázanéÿ (pøes podmínku)
promìnné (v na¹em pøíkladì by to shodou okolností byla té¾ promìnná B).

A B C D E F 
Sm r ohodnocování prom nných 

Konfliktní podmínka 

Obr. 4. Backjumping pøi navracení skáèe na koniktní promìnnou a zlep¹uje tak tradièní
chronologický backtracking. Pøi neúspìchu ohodnocení promìnné E doporuèí vrátit se k pro-
mìnné B, proto¾e zmìny hodnot promìnných C a D konikt podmínky neodstraní.

Pøedchozí pøíklad mù¾e poslou¾it i k ukázce redundantní práce pøi backtrackingu.
Pokud je promìnné B ji¾ pøiøazena hodnota 2, podaøí se promìnnou E ohodnotit,
a to pouze hodnotou 1, ostatní hodnoty nejsou konzistentní. Jestli¾e je nyní pøi
ohodnocování promìnné F vyvolán backtracking a¾ k promìnné D, podmínka B > E

je opìtovnì testována, aby byla nalezena správná hodnota promìnné E. Tento test je
ov¹em zbyteèný, staèí si pamatovat, ¾e jediná správná hodnota pro E je 1 a ostatní
hodnoty jsou s B nekonzistentní. To pøirozenì platí jen do té doby, dokud není pøi
navracení zmìnìna hodnota promìnné B, potom je nutné test opakovat. Pamatování
si nekompatibilních hodnot je základem metody s názvem backchecking, která byla
dále zdokonalena do podoby backmarkingu [14], jen¾ si pamatuje i provedené úspì¹né
testy. Podobnì jako backjumping mohou tyto metody u¹etøit spousty zbyteèného
prohledávání a testù podmínek, pøirozenì za cenu vìt¹í výpoètové nároènosti jednoho
kroku.

Popsané metody zlep¹ení prohledávání s navracením mají spoleèný název inteli-
gentní backtracking, se kterým se opìt mù¾eme setkat i u implementací logického
programování. V CP patøí tyto metody do kategorie tzv. look-back (pohled zpìt)
algoritmù, pro které je typická analýza nekonzistence a doporuèení dal¹ího postupu
podle výsledku.

Pozorný ètenáø si jistì v¹iml, ¾e u prohledávání s navracením je zmínìn je¹tì jeden
nedostatek a to pøíli¹ pozdní odhalení nekonzistence. U obou pøedchozích vylep¹ení
se v¾dy pøedpokládalo, ¾e inkriminovaná podmínka B > E je testována a¾ pøi ohodno-
cení promìnné E. Pokud bychom podmínku aktivnì pou¾ili ji¾ pøi pøiøazení hodnoty
promìnné B, okam¾itì bychom zjistili, ¾e hodnota 1 je pro tuto promìnnou nevhodná
(nelze najít ¾ádnou hodnotu pro E tak, aby podmínka platila). Pokud pro B zvolíme
hodnotu 2, mù¾eme E okam¾itì pøiøadit hodnotu 1 atd. Tento princip pou¾ívá pohledu
dopøedu a je podrobnìji rozebrán v následující kapitole.
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3.2. Propagace podmínek

Bohu¾el mnoho odborníkù, zvlá¹tì z tradièních teoretických disciplín, zùstává u prv-
ního pohledu na CP a pova¾uje tento pøístup k øe¹ení problémù pouze za jednoduchou
enumeraci, jak byla prezentována v pøedchozí kapitole. Pravdou je, ¾e ohodnocení
promìnných je èasto jedním z krokù øe¹ení podmínek, hlavní síla CP je ov¹em ukryta
jinde. Ji¾ Waltzùv algoritmus ohodnocování hran ve scénì byl zalo¾en na technice
propagace podmínek (constraint propagation), která výraznì omezuje prohledávaný
prostor. Tato propagace není z obecného pohledu nic jiného ne¾ aktivní vyu¾ití
omezujících podmínek spojením tzv. konzistenèních technik s prohledáváním.
Konzistenèní techniky [19, 20] jsou zpùsobem øe¹ení podmínek zalo¾eným na vyøa-

zování nekonzistentních hodnot z domén promìnných. Napøíklad u podmínky B > E,
kdy poèáteèní domény obou promìnných jsou 1,. . .,5, mù¾eme okam¾itì vyøadit hod-
notu 1 z domény promìnné B a 5 z domény pro E. Dùvodem vyøazení je neexistence
kompatibilní hodnoty v propojené promìnné. Po zmen¹ení domény se pøirozenì mù¾e
poru¹it konzistence dal¹í podmínky (napø. F > E), a tak je potøeba testy konzistence
podmínek provádìt opakovanì, dokud se doména nìkteré promìnné zmen¹uje. Tento
postup je základem konzistenèního algoritmu AC-1, který patøí do tøídy algoritmù
udr¾ujících tzv. hranovou konzistenci (arc consistency). Tato konzistenèní technika
dostala svùj název od reprezentace CSP problému formou grafu podmínek, kde vrcholy
pøedstavují promìnné a hrany podmínky. Obecnì jde sice o multi-graf, lze ov¹em
snadno nahlédnout, ¾e libovolný CSP problém lze pøevést na ekvivalentní binární CSP,
kde se vyskytují pouze binární podmínky (viz napø. [2]). AC algoritmù byla vyvinuta
celá øada, mezi nejznámìj¹í patøí AC-3, který provádí jen nezbytné konzistenèní testy,
a AC-4, pracující pøímo s dvojicemi konzistentních hodnot.

a
b
c

a
b
c

Vi Vj 

hodnoty 

konzistentní 

dvojice hodnot 

Odstran no 

AC algoritmem 

Obr. 5. Hranová konzistence umo¾òuje vyøadit nekonzistentní hodnoty vzhledem k jedné
podmínce. Hodnota a z domény promìnné Vi je odstranìna, proto¾e pro ni neexistuje
kompatibilní hodnota v doménì promìnné Vj.

Zaji¹tìní hranové konzistence ov¹em na úplné vyøe¹ení problému obecnì nestaèí (viz
obrázek 6), a tak vznikly dal¹í konzistenèní metody. Pøirozeným pokraèováním hranové
konzistence je konzistence po cestì (path consistency), která se zabývá zaji¹tìním
konzistence hodnot promìnných po nìjaké cestì v grafu podmínek. Formální de�nice
øíká, ¾e binární CSP je konzistentní po cestì, pokud pro ka¾dou dvojici hodnot dvou
promìnných X a Y, která splòuje v¹echny binární podmínky mezi tìmito promìnnými,
existuje hodnota pro ka¾dou promìnnou na cestì mezi promìnnými X a Y tak, ¾e
v¹echny binární podmínky na této cestì jsou splnìny. V [24] Montanari ukázal, ¾e
CSP je konzistentní po cestì, právì kdy¾ je konzistentní po cestách délky 2, èeho¾
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Obr. 6. Ani po zaji¹tìní hranové konzistence nemusí být vyøazeny v¹echny nekompatibilní
hodnoty. Graf podmínek na obrázku je hranovì konzistentní a pøesto nemá øe¹ení.

s úspìchem vyu¾ívají algoritmy PC (path consistency) pro zaji¹tìní konzistence po
cestì. Praxe ov¹em ukázala, ¾e navý¹ení poètu vyøazených nekonzistentních hodnot
z domén promìnných není proti AC algoritmùm tak výrazné, aby se vyplatily výraznì
vy¹¹í výpoètové nároky PC algoritmù. Navíc ani PC algoritmy nemohou obecnì zajistit
úplné vyøe¹ení problému, tj. vyøazení v¹ech nekonzistentních hodnot (do problému
z obrázku 6 staèí pøidat dal¹í promìnnou spojenou nerovnostmi a o jeden prvek zvìt¹it
domény).

V1 

V2 

V3 

V4 V5 

??? V0 

Obr. 7. Konzistence po cestì se zajímá pouze o podmínky podél cesty, tj. o podmínky mezi
promìnnými Vi a Vi+1. Splnìní podmínky mezi promìnnými V1 a V3 se nevy¾aduje.

V posilování konzistenèních technik lze pokraèovat dále a¾ po úplné vyøe¹ení CSP
problému pomocí silné N -konzistence (de�nice viz [9, 31]), kde N je poèet pro-
mìnných v problému. Existují sice algoritmy pro dosa¾ení této úrovnì konzistence,
jejich výpoètová slo¾itost je ov¹em srovnatelná se slo¾itostí algoritmù systematického
prohledávání, jejich¾ implementace je neporovnatelnì jednodu¹¹í.
Jako zajímavá cesta øe¹ení CSP problémù se nakonec ukázalo ji¾ naznaèené spojení

systematického prohledávání s konzistenèními technikami. Princip spojení je pomìrnì
jednoduchý, po pøiøazení hodnoty promìnné se spustí konzistenèní algoritmus, který
z domén ostatních promìnných vyøadí nekompatibilní hodnoty. Právì pøiøazená hod-
nota se tak vlastnì pøes podmínky propaguje do dal¹ích promìnných, odtud název
propagace podmínek (constraint propagation). Nejèastìji se pøi propagaci pou¾ívají
AC algoritmy, pøípadnì jejich slab¹í verze (directed AC). Podle síly pou¾itého konzis-
tenèního algoritmu hovoøíme o dopøedné kontrole (forward checking), kdy se propa-
gace provádí pouze pøes podmínky obsahující právì ohodnocovanou promìnnou, nebo
o pohledu dopøedu (look ahead), kdy se provádí úplná hranová konzistence mezi dosud
neohodnocenými promìnnými. Pokud se pøi propagaci vyprázdní doména nìjaké pro-
mìnné, víme okam¾itì, ¾e souèasné èásteèné ohodnocení je nekonzistentní (resp. nelze
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je roz¹íøit na úplné konzistentní ohodnocení) a je mo¾né vyvolat navracení. Pøípadné
nekonzistence se v tomto pøípadì odhalí døíve ne¾ pøi prostém backtrackingu, èím¾
se u¹etøí zbyteèné prohledávání. Podobnì jako u ji¾ zmínìných vylep¹ení backtrac-
kingu i zde platíme zvý¹enou slo¾itostí jednotlivých krokù. V koneèném dùsledku se
ale tato práce navíc (vyøazování nekonzistentních hodnot z dosud neohodnocených
promìnných) vìt¹inou vyplatí a propagace podmínek tvoøí základ vìt¹iny algoritmù
pro øe¹ení systémù podmínek.

3.3. Lokální prohledávání

Kromì tradièního spojení propagace podmínek a enumerace promìnných pou¾ívá
CP i metody tzv. lokálního prohledávání. Lokální prohledávání svým zpùsobem na-
vazuje na metodu generuj a testuj, výsledky testu jsou zde ov¹em pou¾ity pøi genero-
vání dal¹ího úplného ohodnocení promìnných. Spoleèným znakem algoritmù lokálního
prohledávání je, ¾e zaèínají z nìjakého náhodnì vygenerovaného úplného ohodnocení
promìnných a toto ohodnocování lokálnì zlep¹ují, tj. zmìnou hodnoty promìnné
postupnì odstraòují nekonzistence podmínek. Proto¾e dal¹í generované ohodnocení
promìnných se od souèasného ohodnocení li¹í jen lokálnì (v hodnotì jedné promìnné),
hovoøíme o lokálním prohledávání.

Asi nejznámìj¹ím algoritmem lokálního prohledávání je metoda nejvìt¹ího stoupání,
jinak také nazývaná horolezecká metoda (hill climbing) [26]. Tato metoda zkou¹í
postupnì zmìnit hodnotu ka¾dé promìnné a ze v¹ech vygenerovaných ohodnocení
(ka¾dé se li¹í od aktuálního ohodnocení v právì jedné promìnné) vybere to, které
splòuje nejvìt¹í poèet podmínek. Pokud je takových ohodnocení více, vybere mezi
nimi náhodnì.

Proto¾e poèet ohodnocení, které musí metoda nejvìt¹ího stoupání v ka¾dém kroku
prozkoumat, je pomìrnì velký (pøesnì (D1 � 1) + � � �+ (DN � 1), kde Di je velikost
domény i-té promìnné a N je poèet promìnných), byla navr¾ena úspornìj¹í metoda

minimalizace koniktù (min-conicts) [22]. Tato metoda nejprve náhodnì zvolí li-
bovolnou koniktní promìnnou, tj. promìnnou, která je souèástí nìjaké nesplnìné
podmínky, a potom vybere její novou hodnotu minimalizující poèet nesplnìných pod-
mínek (odtud minimalizace koniktù, ètenáø jistì sám nahlédne, ¾e minimalizace poètu
nesplnìných podmínek je ekvivalentní maximalizaci poètu splnìných podmínek). Mi-
nimalizace koniktù tedy v ka¾dém kroku prozkoumává pouze (Di � 1) ohodnocení,
kde i je index vybrané koniktní promìnné.

Obì právì popsané metody se tedy sna¾í lokálnì zlep¹ovat úplné ohodnocení, dokud
nenaleznou ohodnocení splòující v¹echny podmínky. Pøi tomto lokálním prohledávání
se ov¹em mohou dostat do situace, kdy ka¾dé dal¹í ohodnocení není lep¹í, resp. je
hor¹í ne¾ souèasné ohodnocení, které ale není øe¹ením (nesplòuje v¹echny podmínky).
Hovoøíme potom o lokálním optimu, resp. o striktním lokálním optimu. Jednoduchým
zpùsobem, jak se z lokálního optima dostat, je algoritmus restartovat, tj. vygenerovat
nové náhodné ohodnocení promìnných a zaèít prohledávání s ním. Existují ov¹em
so�stikovanìj¹í metody, které se více dr¾í principu lokálních krokù. Mezi nimi je asi
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Obr. 8. Lokální prohledávání prochází prostor v¹ech ohodnocení promìnných a hledá v nìm
globální optimum, tj. ohodnocení splòující nejvíce podmínek (resp. v¹echny podmínky).

nejpopulárnìj¹í metoda náhodné procházky (random walk) [28], doporuèující s jistou
pravdìpodobností p pou¾ít krok navr¾ený hlavním algoritmem (nejvìt¹í stoupání nebo
minimalizace koniktù) a se zbytkovou pravdìpodobností (1� p) vybrat dal¹í ohodno-
cení náhodnì zmìnou hodnoty jedné promìnné (i pøesto, ¾e toto ohodnocení mù¾e být
hor¹í ne¾ souèasné ohodnocení). Pravdìpodobnost p je parametrem algoritmu a její
nastavení umo¾òuje èas od èasu, ale ne zase pøíli¹ èasto, sejít z doporuèené trasy
prohledávání a vydat se jinou, snad lep¹í cestou.

Jiný zpùsob þvyskoèeníÿ z lokálního optima a zabránìní cyklení pøes stejnì dobrá
ohodnocení nabízí technika tabu seznamu (tabu search) [13]. Tabu seznam je speciální
krátkodobá pamì», ve které je ulo¾eno nìkolik posledních zkoumaných ohodnocení,
resp. jejich charakteristický atribut (zpravidla se pamatuje pouze mìnìná promìnná
a její pùvodní hodnota). Velikost této pamìti, tj. délka tabu seznamu, je opìt dána jako
parametr algoritmu. Jak ji¾ napovídá název, tabu seznam popisuje ohodnocení, která
jsou v následujícím kroku zakázána. Algoritmus tak musí vybírat dal¹í ohodnocení
mimo tabu seznam, co¾ mu umo¾òuje dostat se z lokálního optima (mù¾e se vzít
i ohodnocení hor¹í ne¾ souèasné) a nedostat se pøi tom do cyklu opakujících se
ohodnocení.

Díky svému stochastickému charakteru nemohou metody lokálního prohledávání
zaruèit úplnost, tj. nalezení øe¹ení, pokud existuje, pøípadnì provedení dùkazu, ¾e
øe¹ení neexistuje. Aplikace tìchto metod a nastavení jejich parametrù tak podobnì
jako u genetických algoritmù (i ty lze aplikovat na øe¹ení CSP) pøipomíná alchymii,
a proto je nìkteøí rigoróznì uva¾ující vìdci nemají pøíli¹ v oblibì. Pravdou ov¹em je, ¾e
pokud se takovou metodu podaøí aplikovat v praxi, zvlá¹tì na øe¹ení velkých problémù,
výsledky bývají èasto velice dobré, a» u¾ pokud jde o kvalitu øe¹ení (u optimalizaèních
problémù), nebo o èas výpoètu.

4. Oblasti aplikací

Po pøedstavení základních øe¹ících technik je urèitì zajímavé ukázat si nìkteré kon-
krétní oblasti, kde lze CP prakticky uplatnit. Vzhledem k obecnosti popisu problému
pomocí omezujících podmínek je zábìr CP, pokud jde o reálné aplikace, skuteènì
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¹iroký a sahá od analýzy struktury DNA pøes rozvrhování a kon�guraci a¾ tøeba
k animaci lidské tváøe nebo ke geogra�ckým informaèním systémùm.
Asi nejèastìji nachází CP uplatnìní v rùzných pøiøazovacích a rozvrhovacích pro-

blémech, jejich¾ kombinatorický charakter je pro CP zvlá¹tì vhodný. S aplikacemi
zalo¾enými na omezujících podmínkách se mù¾eme setkat pøi alokaci stojánek pro
letadla [7], pøiøazení odbavovacích pultù na leti¹tích [6] nebo pøi alokaci kotvi¹» ve
velkých pøekladi¹tích [27]. CP najdeme i v pozadí pøípravy rozvrhù smìn v nemoc-
nicích [5] nebo pøiøazení posádek k vlakovým spojùm [8]. Technik CP se pou¾ívá
pøi rozvrhování výroby vojenských i obchodních letadel [3], pøi plánování vrtù na
ropných plo¹inách [18] nebo pøi optimalizaci tì¾by døeva [1]. Úspì¹nou aplikací je
také optimální rozmís»ování základových stanic u bezdrátových telekomunikaèních
sítí [10]. Z nových oblastí, kde se zaèíná CP objevovat, lze jmenovat napøíklad návrh
(authoring) multimediálních dìl nebo analýzu bìhu programù.

5. Vývojová prostøedí pro CP

Øe¹ící technologie popsané v pøedchozích odstavcích jsou samozøejmì k dispozici
v øadì vývojových prostøedí, tak¾e u¾ivatel se mù¾e plnì soustøedit na modelování
vlastního problému pomocí podmínek. Dnes ji¾ snad v¹echny implementace jazyka
Prolog obsahují v nìjaké formì knihovny pro øe¹ení podmínek. Jmenovat mù¾eme
SICStus Prolog od SICS, roz¹íøený zvlá¹tì (ale ne pouze) v akademickém prostøedí,
IF Prolog od IF Computer, zamìøený spí¹e na komerèní aplikace, systém ECLiPSe
od IC-Parc, implementující nejnovìj¹í výsledky výzkumu v CP nebo CHIP �rmy
Cosytec, nabízející asi nejlep¹í implementaci tzv. globálních podmínek (tyto podmínky
zastupují sadu jednoduchých podmínek, napø. nerovností, a pou¾itím speciálních al-
goritmù umo¾òují dosáhnout lep¹í propagace). Opomíjeni ov¹em nejsou ani u¾ivatelé
ostatních programovacích jazykù, globální podmínky systému CHIP jsou napøíklad
dostupné formou knihoven CHIP C a CHIP C++ pøíznivcùm jazykù C a C++.
Firma ILOG nabízí C++ knihovnu ILOG Solver poskytující v¹e potøebné pro práci
s omezujícími podmínkami, k dispozici jsou i nadstavby pro tvorbu aplikací v konkrétní
oblasti, napøíklad ILOG Scheduler pro øe¹ení rozvrhovacích problémù. Zajímavé je, ¾e
hlavní dodavatelé balíkù pro øe¹ení omezujících podmínek jsou soustøedìni v Evropì,
pøedev¹ím pak ve Francii. Japonské a americké spoleènosti, napø. i2 Technologies,
dávají pøednost tvorbì aplikací pro koncové zákazníky pøed poskytováním vývojových
prostøedí.

6. Trendy

Programování s omezujícími podmínkami se ukazuje jako velice slibný nástroj pro
øe¹ení slo¾itých problémù. Zvlá¹tì je oceòován jeho deklarativní pøístup k zadání
problému. Pøirozená formulace problému pou¾itím omezujících podmínek toti¾ umo¾-
òuje rychlou tvorbu prototypù a snadné úpravy pøi zmìnách zadání. U¾ivatel tak
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dostává øe¹ení svého problému mnohem rychleji (øeè je o èasu vývoje software), co¾ je
v dne¹ním dynamickém svìtì velkou devizou. Deklarativní programování tak, jak je
nabízí CP, navíc umo¾òuje bì¾ným u¾ivatelùm pøímo se podílet na tvorbì aplikace,
a to i bez znalostí vestavìných øe¹ících technik.
Jedním z témat souèasného výzkumu je právì pro rostoucí zapojení bì¾ných u¾iva-

telù do formulace problému oblast modelování [33]. Deklarativní formulace problému
pomocí omezujících podmínek toti¾ zásadním zpùsobem ovlivòuje, jak bude problém
øe¹en, a drobná zmìna modelu (pou¾itých promìnných a podmínek) se mù¾e výraznì
projevit v efektivitì jeho øe¹ení. Dùle¾ité jsou proto nástroje umo¾òující ladìní modelù
a poskytující vizuální pohled na prohledávání [29], které tvoøí základ mnoha øe¹ících
algoritmù. Porozumìní a kontrola prohledávání je zatím pomìrnì málo vyvinutou èástí
CP, a proto se tomuto tématu vìnuje nále¾itá pozornost.
Na poli øe¹ících technologií se jako ¾havé téma výzkumu ukazuje integrace rùzných

technologií formou hybridních algoritmù [15] a spolupráce øe¹ících algoritmù [23].
Programování s omezujícími podmínkami se stále více sbli¾uje s metodami operaèního
výzkumu a techniky vyvinuté v kombinatorické optimalizaci jsou integrovány do CP
napøíklad formou globálních omezení.
Shrnuto a podtr¾eno, svatého grálu programování, kdy u¾ivatel pouze zadá, co po

stroji po¾aduje, zatím dosa¾eno nebylo. Programování s omezujícími podmínkami se
ale tomuto vysnìnému cíli hodnì pøibli¾uje.
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