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Organizacni zalezitosti
Prednaska:
— na webu (http://ktiml.mff.cuni.cz/~bartak/automaty)

— Proc¢ chodit na prednasku?

- dozvite se vice nez pri pouhém c¢teni slajdu
* bude zabava (nékdy)

Cviceni:
— Proc¢ chodit na cviceni?
* vyzkousite si, zda latce rozumite
* rozSirite si znalosti z prednasky
Zkouska:
— pisemna a ustni cast
— porozumeni latce + schopnost formalizace
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O éem bude prednaska?

studium konec¢ného popisu nekonecnych objektu
studium abstraktnich vypocetnich zarizeni

dveé vetve: automaty a gramatiky

konec¢né automaty L regularni gramatiky

AN

zasobnikové automaty < ——beziwhtextové gramatiky

linearné omezené automaty kontextové gramatiky
il /4
L

Turingovy stroje Ll < fgramatiky typu 0
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Pohled do historie

Pocatky ve druhé ¢tvrtiné 20. stoleti
prvni formalizace pojmu algoritmus (1936)
co stroje umi a co ne?

Church, Turing, Kleene, Post, Markov

Polovina 20. stoleti
neuronové sité (1943)
konec¢né automaty (Kleene 1956 neuronové sité ~ KA)

60. léta 20. stoleti
gramatiky (Chomsky)
zasobnikové automaty
formalni teorie koneénych automatu
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Praktické vyuziti

v’ zpracovani prirozeného jazyka
v prekladace
v navrh, popis a verifikace hardware
integrované obvody, stroje, automaty
v realizace pomoci software
formalni popis — program

hledani vyskytu slova v textu, verifikace
systému s konec¢né stavy (protokoly,...), ...

v" aplikace v biologii
simulace rustu
celularni automaty
sebe-reprodukce automatu
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Uvod do koneénych automatt

Projekt SETI (Search Extra-Terrestrial Intelligence)
analyza signalu - hledani vzorku
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Uvod do koneénych automati 2

Stroj na kavu
stroj signalizuje vydani kavy po vhozeni potfrebného
obnosu

Vstupem stroje jsou mince 1,2,5 K&, kava stoji 5 KC

5/
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Realizace pomoci Mealyho stroje s vystupem pfi prechodu. g f
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Formalizace konecného automatu

Kone¢nym automatem nazyvame petici
A = (ny,s,qO!F),
kde:

Q - kone¢na neprazdna mnozina stavu
(stavovy prostor)

X - kone€¢na neprazdna mnozina symbolu
(vstupni abeceda)

0 - zobrazeni Q x X —» Q (prechodova funkce)
docQ (pocateéni stav)

FcQ (mnozina prijimacich stavi)

oo
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Popis kone€ného automatu

Stavovy diagram (graf)
vrcholy = stavy 0<:\@ %(@\L@/
U x_1~

hrany = prechody

0 1
Tabulka 3 . b
radky = stavy+prechody b | e i b
sloupce = pismena Sl a_ i .d
«—d c b
Stavovy strom

vrcholy = stavy
hrany = prechody
pouze dosazitelnée stavy!
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Abeceda, slova, jazyky

abeceda X = kone¢na neprazdna mnozina symbolu

slovo = konec¢na posloupnost symbolll (i prazdna)
prazdné slovo A (e, &, ...)

X* = mnozina vSech slov v abecedé X

X* = mnozina vsech neprazdnych slov v abecedé X
X*=X*u {A}

jazyk L < X* (mnozina slov v abecedé X)

Zakladni operace se slovy:
zietézeni slov u.v, uv
mochnina u" (u°=2, u'=u, u™ = un.u)
délka slova |u| (|]A] = 0)
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Rozsirena prechodova funkce

prechodova funkce 6: Q x X - Q

rozSirena prechodova funkce §* : Q x X* > Q
tranzitivni uzaver 6

induktivni definice
6*(q,A) = q
o*(q,wx) = 8(6*(q,w),x), x e X,w e X*

umluva:
o* budeme nékdy oznacovat také jako &
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Jazyky rozpoznatelné konecnymi automaty

Jazykem rozpoznavanym (akceptovanym, pfijimanym)
kone€nym automatem A = (Q,X, 5,q,,F) nazveme jazyk:
L(A)={w|w e X* A 6*(q,,wW) € F}.

Slovo w je prijimano automatem A, pravé kdyz
w € L(A).

Jazyk L je rozpoznatelny konecnym automatem, jestlize
existuje kone€ny automat A takovy, ze L=L(A).

Tridu jazykl rozpoznatelnych kone€énymi automaty
znacime ¢, tzv. regularni jazyky.
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Priklady regularnich jazykii

L={w | we{0,1}*, w=xux, xe{0,1}, ue{0,1}*}

1
gZ>0/_\‘o

NEPREEN
N‘o‘l/\‘of\yI
ISP

L= { w | we{a,b}*, w=ubaba, ue{a,b}*}

\f\\/

oO—r (0]
()
a b b b

L={w | we{0,1}* A w je binarni zapis Cisla déliteIného 5}

N / NP
8\63\\ /@<3
L ={0"" | n>1} ° \@
neni regularni jazyk!
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Kongruence

Jak zjistit, ze jazyk neni rozpoznatelny koneénym
automatem?

Jak charakterizovat regularni jazyky?

Kongruence
Necht’ X je kone€na abeceda, ~ je relace ekvivalence
(reflexivni, symetricka, transitivni) na X*. Potom:
a) ~ je prava kongruence, jestlize
Yu,v,weX* u~v = uw~vw
b) je koneéného indexu, jestlize
rozklad X*/~ ma konec¢ny pocet trid

—_—
Rozklad .
na trid u ] \uw
Oo, Ve _rvw
N
//
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Nerodova véta

Necht’ L je jazyk nad konecnou abecedou X.
Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) L je rozpoznatelny konecnym automatem,

b) existuje prava kongruence ~ kone¢ného
indexu na X* tak, ze L je sjednocenim jistych
trid rozkladu X*/~.

/

X* // ™

( 1)
,/

NESE
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Dikaz Nerodovy véty

a) = b)

automat = prava kongruence konec¢ného indexu

definujme u~v = §*(q,,u) = 8*(q,,Vv)

je to ekvivalence (reflexivni, symetricka, transitivni)

O
je to prava kongruence (z definice &%) UQVT

ma konecny index (kone¢né mnoho stavu) v

L={w|5%(qe,w) € F} = Ugr { W] 8%(qq,W) = q}

Pozorovani:
stavy odpovidaji tridam ekvivalence
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Dlikaz Nerodovy véty - pokracovani
b) = a)

prava kongruence konecného indexu = automat

oznacéme [u] tfidu rozkladu obsahujici slovo u

Jak sestrojime koneény automat A?

/ \\
abeceda X dana ( . \
stavy Q - tridy rozkladu X*/~ § L 7
stav q, = [A] >

koncové stavy F = {c,,..,c.}, kde L=u,, , ¢

prechodova funkce §([u],x) = [ux]
prechodova funkce je korektni (z definice pravé kongruence)

Jesté L(A) = L?

welLoweyu,, 6, Wee v...vwee, & [w]l=c, v... v[w]=c, & [w]leF © w e L(A)
3*([AL,w) = [w]
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Pouziti Nerodovy vety

Konstrukce automatu
Priklad:

Sestrojte automat pfrijimajici jazyk

L ={w | w e {a,b}* & w obsahuje 3k+2 symboll a}

oznacéme |u|, po€et symbolu x ve slové u
definujme u~v = ( |u|, mod 3 = |v|, mod 3)
tri tridy ekvivalence 0,1,2 (zbytky po déleni 3)
L odpovida tride 2
a-prechody presouvaji do nasledujici tridy (mod 3)
b-prechody zachovavaiji tridu

Qb Db b
~ a__ a__~.7
CO=—0——0

a
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Pouziti Nerodovy vety - pokraCovani

Dukaz neregularnosti jazyka!
Priklad:
Rozhodnéte zda nasledujici jazyk je regularni
L ={0"" | n>1}.

Predpokladejme, ze jazyk je regularni

= existuje prava kongruence kone¢ného indexu m,
L je sjednocenim trid

vezmeme slova 0, 00, ..., 0™*1

dvé slova padnou do stejné tridy (krabi€kovy princip)
i#j 0! ~ 0
pridejme 1' 0i1i ~ 0i1i (prava kongruence)
spor 0'1'eL & 01'eL

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




.Pravidelnost” regularnich jazyku

Konec¢ny automat kéduje pouze kone¢nou informaci.
Presto mliizeme rozpoznavat nekonecné jazyky!
Mlzeme prijimat libovolné (ale kone¢né) dlouha slova!

Pozorovani:
L ={w|we{0,1}* & |W|,=3k+1}
010011010eL potom také:

010011010771010 € L fetézec 01101 jsme zdvojili
010071107101101077070 € L fetézec 01101 jsme ztrojili
0100 e L fetézec 01101 jsme vypustili

Lze takovouto operaci provést s kazdym slovem
libovolného regularniho jazyka?

ANO (pokud je slovo dostatecné dlouhé)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Itera€ni (pumping) lemma

Necht’' L je regularni jazyk. Potom existuje prirozené ¢€islo n takové, ze
libovolné slovo zeL, |z|>n Ize psat ve tvaru uvw, kde:
|luv|< n, 1<|v] a pro vS§echna i>0 uviw eL.

Dukaz:
za n vezméme pocet stavil prislusného automatu

pFi zpracovani slova délky >n se automat nutné musi dostat do
jednoho stavu dvakrat (krabi€kovy princip)

vezméme takovy stav p, ktery se opakuje jako prvni

potom 3(qg,u)=p poprvé jsme se dostali do p
d(dg,uv)=p podruhé jsme se dostali do p
zfejmeé luv|<n (pouze p se opakuje tj. maximalné n+1 stavu)

[vi21  (smycka obsahuje alespon jedno pismeno)
smycku mezi prvnim a druhym prichodem p (odpovida ji slovo v)
nyni mizeme vypustit nebo projit vicekrat
tj. Vi>0 uviw eL 9o p qeF
u -): : w
\"
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Pouziti iteracniho lemmatu

Dukaz neregularnosti jazyka
L= {0'1' | i>0} neni regularni jazyk
sporem:

necht’ L je regularni, potom lze pumpovat (3n tz. ...)
vezméme slovo 0"" (to je urcité delSi nez n)
pumpovat mizeme pouze v c¢asti 0"

potom, ale 0"*1"¢L (i>0 je délka pumpované ¢asti), coz je
spor

POZOR! Itera€ni lemma predstavuje nutnou podminku
regularnosti jazyka, nedava podminku postacuijici.

Existuje jazyk, ktery neni regularni a Ize pumpovat.
L= {u | u=a*bic' v u=bici}

vzdy lze pumpovat prvni pismeno

L neni regularni (Nerodova véta)
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Itera€ni lemma a nekonec¢nost jazyku

Umime algoritmicky rozhodnout, zda je regularni jazyk L
nekoneény?

ANO!

jazyk L je nekone¢ny < JuelL tz. n < |u| <2n
n je Cislo z iteracniho lemmatu

staci prozkoumat vSechna slova u takova, ze
n <|u| < 2n (to je koneché mnoho slov)
PROC?
¢ Pokud Juel tz. n <|u| (< 2n), potom Ize slovo u pumpovat, ¢imz
dostaneme nekone¢né mnoho slov z jazyka L.
« Je-li jazyk L nekoneény, obsahuje slovo z takové, ze n <|z|.
— Pokud |z| < 2n mame hledané slovo.
— Jinak, podle itera€niho lemmatu z = uvw a uwel, tj. zkraceni
— Plati-li stale 2n < |uw|, opakuj zkracovani se slovem uw.

Poznamka: zkracujeme maximalné o n pismen, tedy interval
[n,2n) nelze preskodit!
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Jazyk a prijimajici automaty

Je automat pro dany jazyk urcen jednoznacné?
NENI!

0

1

<:>o/ 1 1/
‘1\0 0

_— 01
\Ol:>
[
O
Nt
L={w|we{1}* A |w|=3k}
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Ekvivalence automati a homomorfismus

Jak zjistit, zda dva automaty pfrijimaji stejny jazyk?

Rikame, ze koneéné automaty A a B jsou ekvivalentni,
jestlize rozpoznavaiji stejny jazyk, tj. L(A)=L(B).

Necht A, a A, jsou koneéné automaty. Rekneme, Ze
zobrazeni h: Q,—>Q, je (automatovym) homomorfismem,

jestlize:
1) h(q,) = q, ,,stejné" pocatecni stavy
2) h(64(g,x)) = 0,(h(q),x) ,stejné* prechodové funkce
3) geF, < h(q) €F, ,,stejné“ koncové stavy

Homomorfismus prosty a na nazyvame isomorfismus.
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Véta o ekvivalenci automatu

Existuje-li homomorfismus koneénych automatu
A, do A,, pak A, a A, jsou ekvivalentni.

Dukaz:

konecnou iteraci
h(8:(q,w)) = 8,(h(a),w) we X*

welL(A) <& 064qywW)eF, A}é.z
< h(8,(q,,w)) € F, QiF | %or
& 8y(h(q)w) eF, gv
& we LA G i
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Homomorfismus automatu

L = {w | w=1* A |w|=3k}

1

o

o - o— 1
/ | \ \0=>
1

®°':1\07£!>\ol

\‘1\0‘/1
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Trochu motivace

Co déla tento automat?
0

AW o
o@°<5 A
P OSSN
° %5 \ !

L = {w | we{0,1}* A [w|,;=3K} it

2
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Dosazitelné stavy

A = (Q,X,8,q,,F) je koneény automat a qeQ.
Rekneme, Ze stav q je dosaZitelny, jestlize aweX* §*(q,,w)=q

Véta: Necht’ P jsou dosazitelné stavy automatu A. Potom

= (P,X,d°,dy,F‘) je koneCny automat ekvivalentni s A
(F-=FnP,&=58Tpy).
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Hledani dosazitelnych stavu

Iteracni algoritmus (dosazitelnost po i krocich):

M, = {do}
repeat
M., =M, U {q]| qeQ, IpeM,; IxeX 3(p,x)=q}

until M, = M,

Korektnost
M, c M, c ... c Q (algoritmus je konecny)
kazdé M. obsahuje pouze dosazitelné stavy

Uplnost
necht’ q je libovolny dosazitelny stav, tj. IweX* 6*(q,,w)=q
vezméme nejkratsi takové w=x,..x, tz. 8*(q,,x,..X,)=q
ziejmé 5%*(qy,x4..X;) € M,  (dokonce M; - M, ,)
tedy 8*(qg,x4.-X,,) € M,
qeM,
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Ekvivalentni stavy

Vypocty startujici
z ekvivalentnich stavu
nelze rozlisit!

Necht’ A = (Q,X,5,q,,F) je koneCny automat.

Stavy p,q jsou ekvivalentni, zna¢ime p~q, jestlize:
vweX* 0*(p,w)eF < 6*(q,w)eF
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Ekvivalence po krocich

Ekvivalence po i krocich
p~q VweX* tz. |w| <i &*(p,w)eF < &*(q,w)eF

pP~q < Vip~q

Iterativni konstrukce ~
p~%q peF < qeF
p~"'q .. p~'qg A VxeXd(p,x)~'5(q,x)

Je to v poradku?
p~%q o*(p,A)=peF < &*(q,\)=qeF
p~*q .. p ~ g tj. plati pro slova w tz. |w| <i
slova délky i+1, w = xu, |u|=i
d3(p,x) ~' 8(q,x) tj. &*(d(p,x),u)eF < *(6(qg;x),u)eF
dohromady &*(p,xu)eF < 6*(q,xu)eF
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Viastnosti ekvivalence po krocich

1) Vi>0 je ~' ekvivalence na Q, oznaéme ® =Q/~
2) R;.q Ziemiiuje &

3) Ris1 = R = V20 Ry = R

4) necht’ |Q|=n, potom Jk<n-1 R, = R,

5) Rys1 = R = (P~ < p ~* q)

Dukaz:
1) a 2) prfimo z definice
3)p~"*"q < p~'qa VxeXd(p,x)~' 3(q,x)
p~"2qe p~"gqAa VxeXd(p,x)~*1 5(q,x)
4) pfimo z max. poctu trid rozkladu (n)
55p~q <Vi>0p~ ¢
S VO0<Siskp~qaVickp~'q
&p~fq
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Hledani ekvivalence stavu

Iteracni algoritmus (ekvivalence po i krocich):

sestroj ®,
repeat
sestroj R, Z R;
until ®,,, = R,
Priklad:
0 1 Rol O 1 Ri| O 1 R,
<+« 3 b c A A C A A C A
+«<—Dh b c A A C A A C A
c c d C C C C C D C
d d e C C A D D A D
¢ e f A A C A A C A
f f g |[C| C C [Cc| C D | C
g g b [C| C A |D D A |D
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Automatova kongruence

Necht = je relace ekvivalence na Q. Rikame, ze = je

automatovou kongruenci, jestlize:

Vp,qeQ p =q = (peF < qeF) A VxeX (3(p,x) = 6(q,X))

Q // // N
(\ g:\,/;:’;) )

Tvrzeni: Ekvivalence stavul ~ je automatovou kongruenci.
Dtikaz: necht p~q, potom: peF < geF (polozme w=A, §*(p,A)=p)

necht’ p~q, potom: VxeX YueX* (6*(p,xu)eF < &§*(q,xu) €F)
& VxeX YueX* (6*(8(p,x),u)eF < 6*(8(q,x);u) eF)

< VxeX d(p,x) ~ 8(q,x)
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Podilovy automat

A = (Q,X,5,q,,F) je kone€ny automat a = je automatova kongruence.

Potom A= = (Q/s, X, &, [qol., {[dl- | aeF}) , kde 5_([q],x) = [5(q,X)].
je kone¢ny automat (nazvéme ho podilovym automatem)
ekvivalentni s A.

1) Je A/= skutec¢né konecény automat?
Mnoziny Q/= a X jsou neprazdné a konecné.
o_ je definovana korektné (vlastnosti automatové kongruence)

2) Jsou oba automaty ekvivalentni?
Staci najit homomorfismus A do A/= (véta o ekvivalenci automatu)!
Definujme h: Q » Q/= takto h(q) = [q].
h(q,) = [d]-
h(3(q,x)) = [3(q,x)]. = 8.([q]..x) = 5.(h(q),x)
geF < h(g)=[ql. eF. (F. jsou koncové stavy automatu A/=)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Podilovy automat a ekvivalence stavu

A je kone¢ny automat a ~ je ekvivalence stavu.

Potom A/~ je kone¢ny automat ekvivalentni s A
a zadné stavy A/~ nejsou ekvivalentni.

1) Ekvivalence stavull ~ je automatova kongruence, a tedy
vime, ze A/~ je kone€ny automat ekvivalentni s A.

2) V A/~ nejsou ekvivalentni stavy.

Sporem: necht’ [p]. a [g]. jsou razné ekvivalentni stavy (tj. — p~q)
vezméme libovolné weX*:
o-([pl-,w)eF. < 6_([g].,w)eF._ ([pl- a [ql- jsou ekvivalentni)
6.(h(p),w)eF. < &_(h(q),w)eF.  (h(p)=[p].)
h(d(p,w))eF. < h(d(q,w))eF. (h je homomorfismus)
o(p,w)eF < 8(q,w)eF
P~q spor
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Redukce automatu

Koneény automat je redukovany, jestlize:
- nema nedosazitelné stavy,
- zadné dva stavy nejsou ekvivalentni.

Koneény automat B je reduktem automatu A, jestlize:
- B je redukovany,
- A a B jsou ekvivalentni.

Véta: Ke kazdému kone€nému automatu existuje néjaky
jeho redukt.

Konstruktivni dukaz (dvé mozné metody).

1) vyfazeni nedosazitelnych stavii

faktorizace podle ekvivalence stavii (nezptsobi nedosazitelnost)
nebo
2) faktorizace podle ekvivalence stavi

vyirazeni nedosazitelnych stavil (nezptisobi zménu ekvivalence)
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Priklad redukce automatu

Co déla tento automat (jaky jazyk prijima)?

a b RO a b Rl a b RZ
— 1 2 3 I I i I | i I
2 2 4 I I I | | || |
+«—3 3 5 i i i i i i i
4 2 7 I I I || | || |
+«— 5 6 3 i i i i i i i
6 6 6 i i i i i i i
7 7 4 I I I Il || I |
S=S=ss====Csesss=Co

/ Ned zitelné
Redukovany automat edosazitelne

a b

— | Il i

T T T L = {w | w=bu, ue{a;b}*}
«— 10 T T

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Redukce automatu v kostce

1. Vyradit nedosazitelné stavy

2. Najit ekvivalentni stavy
\ W
1

3. Sestrojit podilovy automat 0(/ 1 O \]
0

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Véta o isomorfismu reduktui

Pro libovolné dva redukované kone€éné automaty jsou
nasledujici dvé tvrzeni ekvivalentni:

a) automaty jsou ekvivalentni,
b) automaty jsou isomorfni.

Dusledky:

Dva redukty libovolnych dvou ekvivalentnich
koneé¢nych automatu se shoduji az na isomorfismus.

Pro kazdy kone€ny automat je jeho redukt uréen az na
isomorfismus jednoznacné.

Ve tridé navzajem ekvivalentnich koneénych automatu
existuje ,,minimalni“ automat.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Dukaz véty o isomorfismu reduktu

a) isomorfismus = ekvivalence (vime)

b) ekvivalence redukti = isomorfismus
hledame homomorfismus h:Q,—Q,, ktery je ,,prosty a na“ tj.
pro kazdé qeQ, hledame pravé jedno peQ,
g je dosazitelny stav, tudiz JueX* §,(q,4,u)=q
polozme h(q) = §,(q,,u)
je to skutecéné funkce?
84(014,U)=34(q4,V) < 6,(d,,U)=8,(d,V) (*)

) (o)
sporem, necht’ 8,(q;,u)=8,(q1,v) & 8,(01,U)#5,(q,:v) W° %
zA,vime VweX*uwel < vwel g w OV;Z

;
p1O
automaty jsou ekvivalentni, tedy p,~p, u< > UL )
\' \Y/
o

spor - automat A, je redukovany Oq

funkce h je ,,prosta a na“ (vlastnost (*))

h(q4)=q, (pro u=3)
h(8(a,x)) = 8,(h(q),x) (84(a4,v)=d, u=vx)
geF, < h(q)eF, (pro uelL + ekvivalentni automaty)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Normalizace automatu

Jak najit isomorfismus automatui?

Normovany tvar automatu
1) fixujme poradi pismen v abecedé
2) pocatecni stav oznaéme 1

3) tabulku (automatu) vyplnujme po radcich zleva
doprava a pokud narazime na novy stav, priradime
mu prvni volné Cislo

Priklad:
a b a b
A B A — 1(B)| 2 3
«— B D C «—2(D)| 4 1
C A D 3(C)| 4 2
«—D A B 4(A)| 1 4

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Poznamky k redukci a ekvivalenci

Algoritmicky umime resit:
— zjisténi ekvivalence automatu
zredukujeme, znormalizujeme a porovname
— zjisténi zda L(A)=J
zadny koncovy stav neni dosazitelny
— zjisténi zda L(A)=X*
po redukci dostaneme jednostavovy automat
(s koncovym stavem)

Umime najit nejkratsi slovo rozliSujici dva stavy
p~'q & — p~"iq
Ha1 eX 8(paa1) ~I-1 8(q!a1) & — 6(p!a1) ~! 8(q,a1)

iteraci najdeme slovo a, ... a;,,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Slovo odlisujici dva stavy

Jak je dlouhé nejkratsi slovo rozlisujici stavy ,,b* a ,,d“?
2 znaky

A jaké je to slovo?
01 nebo 10

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Trochu motivace

Dosud: Stav a pismeno jednoznaéné urcuje dalsSi stav!

Priklad:
L = { w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,ve{a,b}* }

d
Q b » O b :°f>a’b
\ N
b
/:O

19

v

oLO
Q)

v

(o]

DS

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Uvod do nedeterminismu

Stav a pismeno urc¢uje mnozinu moznych dalsich stavi!

Priklad:
L = { w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,ve{a,b}*}

P
(o] » O > O » O » O

/ b a b a \

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Nedeterministicky konecny automat

Nedeterministickym kone¢nym automatem nazyvame
pétici A = (Q,X,5,S,F), kde:

Q - kone¢na neprazdna mnozina stav
(stavovy prostor)

X - kone¢na neprazdna mnozina symbolu
(vstupni abeceda)

o - zobrazeni Q x X —» P(Q) (pfechodova funkce)
ScQ (mnozina pocatecnich stavu)

F<Q (mnozina prijimacich stavi)

Reprezentace:
stavovy diagram, tabulka, stavovy strom

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Jak se pocita s nedeterminismem?

Slovo w = x,...X,, je prijimano nedeterministickym
kone€énym automatem, jestlize existuje posloupnost
stavu q,,...,q,.¢ takova, ze:

q.€S, g;.1€0(q;, X;) pro i=1...n, q,,,,€F.

Prazdné slovo je prijimano pravé kdyzS nF z# J
Prijimajicich vypoctl pro dané slovo miize byt vice!
Pr. bababb

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Determinismus vs. nedeterminismus

Koneény automat je specialnim pripadem nedeterministického
koneéného automatu!

Dusledek: Jazyky rozpoznavané koneénymi automaty jsou
rozpoznavané nedeterministickymi koneénymi automaty.

Plati i obracené tvrzeni?
Zkusme to!
potifebujeme postupovat systematicky a s kone¢nou paméti

pomoci zna¢ek na stavech simulujeme vSechny mozné vypoéty
tzv. podmnozinova konstrukce

Pr. bababb

freteet ﬁb*a* b‘;\*,aiga,b
e TR
a,% b*a* 2\

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Prevod nedeterminismu na determinismus

Véta: Je-li A nedeterministicky kone¢ny automat, potom
Ize sestrojit kone€ny automat B takovy, ze L(A)=L(B).

Dukaz: (podmnozinova konstrukce)
necht’ A = (Q,X,5,S,F)
potom definujme B = (P(Q),X,5°,S,F‘), kde
F'={K|KeP(Q),KNnF+J}
8‘(K!X) = quK 8(Q!X)
1) B je definovan korektné
2) L(A)=L(B)?
AeL(A) & SNFzd < SeF‘ < AeL(B)
L(A) c L(B)
W= X,...X,€L(A) & 3q4,...,d,,+1€Q g,€S, d;,1€5(q;; X;), d,+1€F
poloZzme K;=S (q,eK,), K;;,= 8'(K;,X) (di11€Kisq), potom K, <F
L(B) c L(A)
W= X,...X,eL(B) & 3K,,...,K ,,€P(Q) K;=S, K,,,=8‘(Kiy X)), K, €F*
vezméme q,. €FNK, .4, ;€K tz. q;,,€0(q;,X;),..., 4;€K=S

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Ukazka prevodu

a b 2 b
— 1 | 12] 4 —{1,2}y [{1,24}] {3,4}
—s 2 4 3 — {1,2,4}| {1,2,4} | {3,4}
<—Z 14 : — {34 (1,4 | {8

: — 1,4 [{1,2,4}| {8}

7 {4 |{(1.4} | {4

LN) e

o — @) —Go—

AN | |
/@ ; :Gl,))a,b “//\.@6

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Poznamky k nedeterminismu

Vyznam:
— teoreticky (napf. pri prevodu gramatik na automaty)
— prakticky (zjednoduseni navrhu automatu)

U kone¢nych automati vede nedeterminismus ke stejné
tridé jazykul jako determinismus.

— neplati obecné (zasobnikové automaty)!

Prevod na determinismus znamena (az) exponencialni
narast poctu stavli (Q—>P(Q)).

— obecné je tento narust nezbytny!
L,={w]|we{0,1}*, w=ulv, |v|=n-1}
— neni potreba explicitné prevadet.

Existuji také zobecnéne nedeterministicke automaty
A-prechod: zména stavu bez ¢teni vstupu

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




A-prechody
Automat muze zmeénit stav bez ¢teni symbolu.
Hodi se pro zjednoduseni popisu automatu.

Priklad: rozpoznani Cisla s desetinou teCkou s moznosti
vynechani 0 pred/za te¢kou a prefixu +/-

0,1,....9 0,1,...,9
\OM"Q 01082 0

0,1,...,9
Odstranéni A-prechodtll prevodem na NKA

A-uzaver(q) = stav q a stavy, do kterych se z q
dostaneme A-pfechody

nové pocatecni stavy: A-uzaveér(S)
nové hrany: &‘(q, x) = A-uzaver( 6(q, x) )

WX

0.1.., 9 Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Mizeme konec¢né automaty jesté zobecnit?

Koneény automat provadi nasledujici €innosti:
— precte pismeno
— zmeni stav vnitini jednotky
— posune ¢teci hlavu doprava

Cteci hlava se nesmi vracet!

Co kdyz automatu povolime ovladani hlavy?

Pozor! Automat na pasku nic nepise!

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Dvousmérné (dvoucestné) konecné automaty

Dvousmérnym (dvoucestnym) konecnym automatem
nazyvame pétici A = (Q,X,3,q,,F), kde:

Q - kone¢na neprazdna mnozina stav
(stavovy prostor)

X - kone¢na neprazdna mnozina symbolu
(vstupni abeceda)

d -zobrazeni Q x X — Q x {-1,0,+1} (pfechodova funkce)
prechodova funkce urcuje i pohyb ¢éteci hlavy

do,€Q (pocatecni stav)

F—Q (mnozina prijimacich stavi)

Reprezentace:
stavovy diagram, tabulka, stavovy strom

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Pocitani s dvousmérnymi automaty

Kdy dvousmeérny automat prijima slovo?
Co se déje, je-li hlava mimo ¢tené slovo?

Slovo w je prijato dvousmérnym kone¢énym automatem,
pokud:

— vypocet za€al na prvnim pismenu slova w vievo v po¢ate€nim
stavu

— ¢teci hlava poprvé opustila slovo w vpravo v nékterém
prijimacim stavu

— mimo ¢tené slovo neni vypocet definovan (vypocet zde kon¢i
a slovo neni prijato)

w

:qEF

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Priklad dvousmeérného automatu

Nejprve poznamka:
ke sloviim si mGzeme pridat specialni koncové znaky #¢X
je-li L(A)= {#w# | welLcX*} regularni, potom i L je regularni
L =8, &R, (L(A) N #X*#)

Priklad:
L(B) = {#u# | uueL(A)} Pozor! Toto neni levy ani pravy kvocient!

Necht’ A= (Q,X,3,q,,F), definujme dvousmérny koneény automat
B=(QUQ‘UQ“U {dy, Ay, ae}); X, 8, dg, {q¢}) takto:

o xe X # poznamka m - m

do adw.-1 | a,+1 | q,je poCatek A - =

q p,+1 | ;-1 | p=38(q,x) o A1 a__

@ | a1 | g RN,
q” p”,+1 | ag+1 | q € F, p=5(q,x) s -
q” p”,+1 qns+1 g ¢ F, p=5(q,x) | CE; q- i E d
An dno+1 | an.H L g¢
de qN!+1 qNs+1 b LS

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Véta o dvousmeérnych automatech

Jazyky prijimané dvousmeérnymi kone¢nymi
automaty jsou praveé jazyky prijimané kone€Cnymi
automaty.

Moznost pohybovat ¢teci hlavou po pasce nezvetsila silu
koneéného automatu!

Pozor, na pasku nic nepiSeme!
Pokud mizeme na pasku psat, dostaneme Turingtv stroj.

Zrejmé: kone€ny automat —» dvousmérny kone€ny automat
dvousmeérny automat vzdy posouva hlavu doprava

KA A=(Q,X,3,q,,F) & 2KA B=(Q,X,5‘,q,,F), 8'(q,x)=(5(q,x);+1)

Zbyva: dvousmeérny kone¢ny automat —» konec¢ny automat

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Dukaz véty o dvousmérnych automatech (1)

[ wu v

1) Formalni popis vlivu slova u na vypocet nad slovem v

(i) kdy poprvé opustime slovo u vpravo u v |
(v jakém stavu poprvé vstoupime nad v) q |

f(a‘)) =q poprvé pirejdeme na v ve stavu q E_

f(a'p) =0 nikdy neopustime u vpravo q

(if) pokud opustime slovo v vievo, kdy se u v
nad v opét vratime 5 S

f(p) = q vratime se nad v ve stavu q | {'

f(p)=0 nikdy uz se nevratime ! 4

2) Vypocet nad u mame popsany funkci f,
f:Qu{q',} > Qu{0}

f,(d‘) popisuje situaci (i): v jakém stavu poprvé odejdeme vpravo;
pokud zacneme vypocet vlevo v po€ate€nim stavu q,

f,(p) (P€Q) popisuje situaci (ii): v jakém stavu opét odejdeme vpravo,
pokud zaéneme vypocet vpravo v p

symbol 0 znaéi, ze dana situace nenastane (odejdeme vievo nebo cyklus)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Dukaz véty o dvousmérnych automatech (2)

Pro kazdé slovo u mame funkci f, popisujici vypocCet
dvousmeérného automatu A nad u

Definujme ekvivalenci slov takto: u~w <, f =f

w
tj. slova jsou ekvivalentni, pokud maji stejné ,,vypoctové“ funkce

Viastnosti ~:
— je to ekvivalence (zfejmé, definovano pomoci =)
— ma konecny index (maximalni pocet raznych funkci je (n+1)"*!
pro n-stavovy dvousmeérny automat)

— je to prava kongruence (zfrejmé u~w = uv~wyv, protoze rozhrani
ulv a w|v je stejné a nad v se automat chova stejné)

— L(A) je sjednocenim jistych trid rozkladu X*/~
staci si uvédomit, ze welL(A) < f,(q°) eF
u~w = f,(q')=f,(a‘)) = (ucL(A) & weL(A))

Podle Nerodovy véty je L(A) regularni jazyk.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Prevod 2KA na NKA

Konstruktivni diikaz véty o dvousmérnych automatech.
Jak vypoc€et s navraty prevést na linearni vypocet?

— zajimaji nas jen prijimaci vypocéty

— divame se na prechody mezi symboly (v jakém stavu se

prechazi na dalsi policko)
Pozorovani:

| 111 [ | . stavy se v pfechodu (Fezu) stfidaji
oo o (dopraval/doleva)
» prvni stav jde doprava, posledni také doprava
» v deterministickych prijimajicich vypoétech

nejsou cykly

e prvni a posledni rez obsahuiji jediny stav

1. Najdeme vSechny mozné rezy - posloupnosti I I I I I I
stavu (je jich kone¢né mnoho).

2. Mezi rezy definujeme (nedeterministické)
prechody podle ¢teného symbolu.

3. Rekonstruujeme vypocet skladanim rezu
(jako puzzle).

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Formalni prevod 2KA na NKA

Necht’' A=(Q,X,5,q,,F) je dvousmérny koneény automat.

Definujme ekvivalentni nedeterministicky konec¢ny
automat B=(Q*,X,5%,(q,),F‘), kde:
Q‘ = vSechny korektni prechodové posloupnosti
posloupnosti stavil (q1,...,q¥) z Q takové, ze
- délka posloupnosti je licha (k=2m+1)
« zadny stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici
F'= {(C]) | qu} prechodové posloupnosti délky 1 obsahujici koncovy stav
6‘(c,x) ={d | deQ A c—d je lokalné konzistentni

prechod pro x} T
L(A)=L(B)? 1%
»trajektorie 2KA A odpovida rezim KA B* ==
c'

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Priklad prevodu 2KA na NKA

Méjme nasledujici dvousmeérny koneény automat:

a b Mozné fezy a jejich konzistentni prechody:

— P p,+1 q,+1 a b a b
Ta] At ret ||t et et o
et o || @D G e

Ukazka vypocétu:
[aabaabaabb) Vysledny nedeterministicky KA:
pPPPgqq (->a
P q,r,p
r b
Pg ’ \ A
rr q L
P a 2 lapp
r N

4

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Mnozinové operace nad jazyky

Sjednoceni jazyku L,uL,={w|welL,vwel,}
Priklad: jazyk obsahuje slova za€inajici baba nebo kongcici baa

Prunik jazykua L,nL,={w]|welL, AwelL,}
Priklad: jazyk obsahuje slova se sudym pocétem nul a kazdy
symbol 1 je bezprostfedné nasledovan 0

Rozdil jazyku L,-L,={w]|welL; AwgL,}
Priklad: jazyk obsahuje slova za€inajici baba a neobsahujici abb

Doplnék jazyka -L ={w|wegL}=X*-L

Priklad: slova jazyka neobsahuji posloupnost tfi symbolu 1

Plati tradi¢ni de Morganova pravidla
L, nL,=~(-L, U-L,)
L,ulL,=-(-L,n-L,)

L,-L,=L,n-L,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Uzavrenost na mnozinové operace

Necht’' L, a L, jsou jazyky rozpoznavané kone¢nymi automaty.
PotomL,uUl,,L,nL, L;-L,a-L,jsou také jazyky rozpoznavané
kone¢nymi automaty (tfida ¥ je uzaviena na uvedené operace).

Konstruktivni dikaz:
doplnék
staci prohodit koncové a nekoncové stavy prijimajiciho det. automatu
sjednoceni, prunik a rozdil
idea: paralelni béh prijimajicich automat
A, =(Q,X,3,,94,F), A, =(Q,,X,3,,9,F,)
udélame spojeny automat A = (Q,X,3,q,F)
Q = Q1 X QZ’ q = (q1!q2)
8((P15P2),X) = (84(P1,X), 8,(P2X))
sjednoceni F=(F,xQ)u(Q,xF))
pranik F=F,xF,
rozdil F=F,x(Q,-F))

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Mnozinové operace v priklade

Navrhnéte koneény automat prijimajici slova, ktera
obsahuji 3k+2 symbolu 1 a neobsahuji posloupnost 11.

Prima konstrukce komplikovana! (vo 61
L, ={w [ we{0,1}* A |w], = 3k+2} @ 1 @ 1 @
L= {w|uve{0 1 aw=utty} N I N\

0.
- ®5, Pl
1

(6o

[ .
<3, 5

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




K éemu to je?

Mlzeme operace s automaty nékde primo vyuzit?

Napriklad v planovani, kde automat popisuje, jak se méni
hodnota néjaké stavové proménné.

rloc
movel-2 load2,

unloadl move2-1

Plan se potom muze hledat ot movel-2 move2-1  unload1
oC

jako prunik automatu. rloc ~_ o2  _—

V kazdém stavovém diagramu

. locl s unloadl
se provede stejna cpos loc2 .. ikl '°ad2mm,e21
posloupnost akci. r

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Retézcové operace nad jazyky

Zretézeni jazyku L,.L,={uv]|uelL, Avel,}
Mocniny jazyka Lo = {\}
L+ =Li.L
Pozitivni iterace L*=L'ulLl?...=y,, L
Obecna iterace L*=LoUL'... =y, L
ziejmé L* = L* U {A}
Otoceni jazyka LR={uR|uelL}
reverse, zrcadlovy obraz  (x;X,...x, )R = x,....X,X,
Levy kvocient L, podle L, L,\L,={v]uvel, AuelL,}
Leva derivace L podle w O,L={w}\L
Pravy kvocient L, podle L, L,/L,={u|uvelL, Avel;}

Prava derivace L podlew R, L=L/{w}

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Uzavrenost zretézeni

L,L,eF=L,.L,eF L, L,

idea:
nejprve pocita automat A,=(Q,,X,5,,9,4,F,) potom A, =(Q,,X,5,,9,,F,)
realizace:
pomoci nedeterministického kone€éného automatu B =(Q,X,3,S,F)
nedeterminismus slouzi pfi rozhodovani kdy prepnout do A,

Q =Q,uQ, (predpokladame rizna jména stavu, jinak prejmenu;j)

S ={aq,} pokud A¢L, (q,¢F,)
={q,, 9,3} pokud AeL, (q,€F,), tj. rovnou pfejdeme také do A,
F =F, koné€ime az po prec€teni slovazlL,
o(a,x) ={8,(q,x)} pokud qeQ, A 8,(q,x)eF, (pocitame v A))
= {04(9,x), q,} pokud qeQ, A d,(q,x)eF, (prechod A;do A,)
= {,(a,x)} pokud qeQ, (pocitame v A))

DCV: ovéfit L(B) = L(A,) . L(A,)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Uzavrenost iterace

LeF= L*eF ujeL | Upel | uel

idea: opakovany vypocet automatu A=(Q,X,3,q,,F)
realizace: nedeterministické rozhodnuti, zda pokrac¢ovat nebo restart
pozor! LeL* i kdyz A¢L, feSime pomoci specialniho stavu

hledame nedeterministicky automat B =(Q*,X,5,S,F*)
Q‘=Qu{s} pridame novy stav pro prijem A

S ={qo s} novy stav

F' =Fu({s} konéime po precteni slovazL nebo v s (pro )

o‘(q,x) = {6(q,x)} pokud qeQ A 6(q,x)gF (pocitame uvnitr A)
= {8(a,x), g} pokud qeQ A 3(q,x)eF (mozny restart)

o‘(s,x) ={} zadné prechody z nového stavu

LeF= L*eF

stejna konstrukce, pouze bez pouziti stavu s

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Uzavrenost reverse

LeF< LReF L

ziejmé (LR)R =L, a tedy staci ukazat Le F= LReF

idea: obratime ,,Sipky* ve stavovém diagramu

realizace: nedeterministicky koneény automat
A=(Q,X,3,q,,F) — B=(Q,X,5",F.,{q,})
6‘(q,x) = {p | 3(p,x)=q } (6(p,x)=q < ped'(q,x) )

W = X X,... X,
dos 94 ---4,, j€ PFijimajici vypocet pro w automatu A
tj. 8(Qi,X;+1)=0is1 @ dpeF
=S
d,» 9,..10 ---Uo j€ PFijimajici vypocet pro wR automatu B
q; € 6(js15Xi41)

Poznamka:
nékdy L nebo LR ma vyrazné jednodussi prijimajici automat

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Uzavrenost kvocientu

L,

idea: automat A, budeme startovat ve stavech, do kterych se Ize dostat
slovemz L,

realizace: nedeterministicky automat B ,,témér“ totozny s A, (rozdil ve
startovnich stavech)

S={q| qeQ, JuelL, q=5,(q4,u)} nové startovni stavy

Ize nalézt algoritmicky (A,=(Q,,X,5,,d,,{q}), pak qeS < L(A)NL,%J)
vel,\L,

< Juel, uvel,

< Juel, 3qeQ, 84(q4,u)=q A 5,(q,v)eF,

< 3qeS §,(q,v)eF,

< vel(B)

L,L,eF=L,/L, eF
obdobné nebo pomoci L,/L,=(L,R\L,R)R

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Priklady retézcovych operaci

L = {abi, i>0}

L.L = {abiabi, i>0, j>0}
o

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad kvocientu

L, = {a1ba’2ba'’s, i>0}

N, O, o7
0——0——0
7 /0\
@)
&

L,\L, ={ahba’ i>0}=L,

L, = {aba®, i:>0}

5, O
/O /DO\

O
(S

a,b

@)
D
a,b

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Substituce jazyku

necht’ X je kone€na abeceda

pro kazdé xeX budiz o(x) jazyk v néjaké abecedé Y,

dale polozme:
o(A) = {A}
o(u.v) = o(u) . o(v)

zobrazeni ¢: X* > P(Y*), kde Y = U, _x Y, se nazyva substituce
o(L) = Uper G(W)

nevypoustéjici substituce, zadné o(x) neobsahuje A

Priklad:
o(0) = {ab}, i,j>0}, o(1) ={cd}
c(010) = {a'bicdakb!, i,j,k,I>0}

homomorfismus h: h(x) = w, (specialni pfipad substituce)
nevypoustéjici homomorfismus: w, # A

Véta: LeF, VxeX o(x)eF = o(L), h(L), h''(L)eF

h-(L) = {w | h(w)eL} Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Poznamky k uzavérovym vilastnostem

Zjednoduseni navrhu automat

LI =J.L =

{A})L=L{A} =L

(L*)* = L*

(L v Ly)” = L (La-Ly7)* = Ly(Ly. L)
(L,.Ly)R =L,R.L,R

Ow(Lq U Ly) =0, Lyuo,L,

O (X* - L) =X*-0,L

h(L, U L,) = h(L,) v h(L))

Dlkaz regularnosti
L = {w | we{0,1}*, |w|,=|w|,} neni regularni
L A {01, i,j>0} = {01, i>0}

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Trochu motivace

L = { w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,ve{a,b}* }

|_=L1UL2UL3, kde
L, = { w | w=babau, ue{a,b}* },
L, = {w | w=uabbv, u,ve{a,b}*}
L, = { w | w=ubaa, ue{a,b}* }

Mlzeme jit jesté dal!
L, = {baba} . {a,b}*
L, = {a,b}* . {abb} . {a,b}*
L, = {a,b}* . {baa}

Pojd'me jeste dal
L, = ({a} U {b})* . {b}.{a}.{a}

Neslo by vSechny regularni jazyky ,,poskladat” z néjakych
trivialnich jazyku?

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Regularni jazyky

Trida regularnich jazyki RJ(X) nad kone¢nou neprazdnou
abecedou X je nejmensi tfida jazyku, ktera:

— obsahuje prazdny jazyk &
— pro kazdé pismeno xeX obsahuje jazyk {x}

— A BeRJ(X) = AuUB eRJ(X) uzaviena na sjednoceni
— ABeRJ(X) = A.B eRJ(X) uzaviena na zretézeni
— AeRJ(X) = A* eRJI(X) uzaviena na iteraci

Vlastné algebraicky popis jazyku!

Specialné:
{A}eRJ(X) protoze {\} = &*
XeRJ(X) protoze X = U, _yx {X} (pozor! je to koneéné sjednoceni)
{xi1,...,xik}e RJ(X)
X*eRJ(X)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Kleeneova véta

Libovolny jazyk je regularni pravé kdyz je rozpoznatelny
koneénym automatem.

Kone€énymi automaty Ize rozpoznavat jen trivialni jazyky
(prazdny a jednopismenné) a jazyky, které z nich lze
slozit operacemi sjednoceni, zretézeni a iterace.

Dikaz RJ = F
regularni jazyky jsou rozpoznatelné kone¢nymi automaty

— trivialni jazyky jsou rozpoznatelné koneénym automatem

— operace sjednoceni, zietézeni a iteraci davaji opét jazyk
rozpoznatelny koneénym automatem

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Dikaz Kleeneovy véty

jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty jsou regularni

mame automat A=(Q,X,3,q,,F), ktery pfijima jazyk L(A)
chceme ukazat, ze L(A) dostaneme z elementarnich jazyka a operaci

definujme R;; = {weX*| 6*(q;,w)=q; } slova pfevadéjici stav g; na q;

potom L(A) = Ugier Ry slova prevadéjici pocatecni stav q,
na néjaky koncovy stav q;

jsou jazyky R; regularni?

pokud ano, potom L(A) je také regularni, protoze U zachovava regularnost

definujme Rkij =slova pfevadgjici stav g; na q; bez meziprichodu stavy q,, m>k
zfejmé R;; = R"; (n je pocet stavli automatu)

jsou jazyky R¥; regularni?
— RO je regularni (Zadné mezistavy, tj. maximalné jednopismenna slova
ij Jereg y:y J
— Ry = R} U RY 14 (RNq 1) ™+ R¥yeqj J€ regularni
() (sjednoceni a iterace regularnich-jazyku)

i k+1 ] Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Alternativni diikaz Kleeneovy véty

jazyky rozpoznatelné kone¢nymi automaty jsou regularni

Indukci podle poétu hran v nedeterministickém automatu
A =(Q,X,5,S,F) pro dany jazyk L(A)
® Zadna hrana
— pouze jazyky & nebo {A}
® (n+1) hran
— vybereme si jednu hranu: p—2q tj. qed(p,a)
— sestrojime Etyri automaty bez této hrany (6°)
- A, =(Q,X,5',S,F) 5
© A;=(QX,55,{p}) N2 Y WA LS

Ay = QX3 {ah{P) &L
‘ A4 = (Q’X’S‘!{q},F)

Potom L(A) = L(A,) v (L(A,).a).(L(Aj).a)*L(A,)
Jazyky L(A,), L(A,), L(A;), L(A,) jsou regularni.(n hran)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Regularni vyrazy

Mnozina regularnich vyrazua RV(X) nad kone¢nou
neprazdnou abecedou X={x,,...,Xx,} je nejmensi mnozina
slov v abecede {x,,...,X,,<J, A, +, . ,%, (,)}, ktera:

— obsahuje vyraz @ a vyraz A DeRV(X), AeRV(X)
— pro kazdé pismeno xeX obsahuje vyraz x xeRV(X)

— a,BeRV(X) = (a+p)eRV(X)

— a,eRV(X) = (a.p)eRV(X)

— a €eRV(X) = a*eRV(X)

Priklad: ((@a+((b.c)+d)*)+e)

Konvence:
— vnéjSi zavorky lze vynechat (a+((b.c)+d)*)+e
— zavorky lze vynechat u . a + diky asociativité a+((b.c)+d)*+e
— tec€ku lze vynechat a+((bc)td)*+e
— priorita operaci (nejvyssi) *, . , + (nejnizsi) a+(bctd)*+e

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Hodnota regularniho vyrazu

Hodnotou regularniho vyrazu aeRV(X) je mnozina slov [a]
(jazyk) definovana nasledovneé:
- [E1=9, [A] ={A}, [x] = {x}
— [(a+B)] =[a] L [B]
= [(a.p)] = [o] - [B]

- [0*]=[a]”

Regularni vyrazy odpovidaji regularnim jazykim
— hodnotou regularniho vyrazu je regularni jazyk

— kazdy regularni jazyk lze reprezentovat pomoci regularniho
vyrazu (jazyk je hodnotou tohoto vyrazu)

Priklady:
[baba(a+b)* + (a+b)*abb(a+b)* + (a+b)*baa] =
= { w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,ve{a,b}"*}
[(0*10*10*1)*0*] =
={w | we{0,1}*, |w|, =3k }

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Pouziti regularnich vyrazu

Prakticky
prehledny zapis jazyka

Teoreticky
zjednoduseni nékterych dukazu
Véta: LeF, VxeXo(X)eF = o(L)eF

L a o(x) jsou regularni jazyky, lze je tedy reprezentovat
regularnimi vyrazy
kazdy vyskyt x ve vyrazu pro L sta¢i nahradit vyrazem pro o(x)

Rozsirené regularni vyrazy
mame i dalsi ,,regularni“ operace, napr. prinik (o & B)
Ekvivalence regularnich vyrazu
a = B jestlize [a] = [B] (tj. vyrazy reprezentuji stejné jazyky)
Priklad: (0*1)* = A + (0+1)*1
Jak to zjistime?

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Prevod regularniho vyrazu na kone¢ny automat

Metoda 1 (inkrementalni):
— preved elementarni jazyky (prazdny, jednopismenné)
— spoj pouzitim regularnich operaci podle vyrazu

Metoda 2 (prima) a+(bc+d)*+a
ocCisluj symboly ve vyrazu (zleva do doprava) a,+(b,c;+d,)*+a;
zjisti vSechny mozné pary symboll, které se b,c,, c;d,, c3b,,
mohou vyskytovat za sebou d,d,, d b,
zjisti symboly, které mohou byt prvni ve slové a;, by, dy, a5
zjisti symboly, které mohou byt posledni ve slové a4, C4, dy, a5
zjisti, zda jazyk obsahuje prazdné slovo ANO

vytvor nedeterministicky automat

stavy: s + ocislované symboly

pocatek =s

konec = posledni symboly (+s pro )

prechody: s—prvni symbol

X;i—>X;, pokud je par x;x;

N

\@ .

E) @)
oS
¥

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Od automatu k regularnimu vyrazu

\

.y,

WO,

Pomoci Kleeneovy véty:

o ROij

® Rk+1ij = Rkij U RY; i1 (R¥ieq 1) Rkk+1,j

Pozn.: uzel 4 mizeme ignorovat
(nevedou pires néj zadné cesty do
ostatnich uzla)

RO 1 2 3 R? 1 2 3

1 A a %) 1 A a %

2 % A b 2 %, A b

3 %) b A 3 %, b A

R2 1 2 3 R3 1 2 3

1 A a ab 1 A a(b?)" | ab(b?)"
2 %) A b 2 %) (b2)" | b(b?)"
3 % b A+b2 3 |o b(b2)" | (b2)
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Od automatu k regularnimu vyrazu (priklad 2)

Pomoci Kleeneovy véty:

\ b 6b ® RY

aC@,\a ® Rk+1ij = Rkij U RY; i1 (R¥ieq k1) ™ Rkk+1,j
a @—;
RO 1 2 3 R1 1 2 3
1 at+) b %) 1 a* |a*b %)
2 % b+A a < | btA a
3 a b A 3 a* |a*b A
R2 1 2 3 R3 1 2 3
1 a* a*b* |a*b*a 1 ? |(atb)*b | (at+b)*ba
2 %] b* b*a ? |? ?
3 a* a*b* |a*b*a ? |? ?

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Od automatu k regularnimu vyrazu jinak

Ohodnoceni hran regularnim vyrazem -

o—*—0%

Nejprve vytvorime automat s jednim vstupem a jednim

vystupem A D\ A
O—o

— spojeni hran atp
O 5 O m > O—0
— eliminace smyéek (:Oﬁl/.O ) Q*B/'O
. . gy Q\
B, ~O "By o
— eliminace vrch%ﬁ 5.0 o.B; o
o 1 >
\‘O<: = & B,
O/am' Bn O O amB”

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Od automatu k regularnimu vyrazu v priklade

\ b f Staci pridat pouze
2 @‘— __x_>® novy koncovy stav.
b: la ;b 2 Eliminujeme smyéku 4.
a,b(;@ Eliminujeme uzel 4.
\ b2 f Eliminujeme uzel 2.
ab G

Eliminujeme smycku 3.

1 ab 4—@;’
@ O———0

Eliminujeme uzel 3.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Automaty s vystupem (motivace)

... aneb jak zaznamenat vypocet automatu?

Dosud jedina zprava z automatu - jsme v pfrijimajicim stavu.
Mizeme z kone€ného automatu ziskat vice informaci?
Mlzeme zaznamenat trasu vypoctu?

1) indikace stavu (vSech, nejen koncovych)
v kazdé chvili vime, kde se automat nachazi
Priklad: rizné (regularni) ¢itace

2) indikace prechodu
po precteni kazdého symbolu vime, co automat udélal
Priklad: (regularni) preklad slov

Automat uz neni tak docela cerna skrinka.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Mooreuyv stroj

Mooreovym (sekvenénim) strojem nazyvame Sestici
A =(Q,X,Y,0,u,q,) resp. pétici A = (Q,X,Y,5,u), kde:

Q - kone¢na neprazdna mnozina stavu (stavovy prostor)

X - kone¢na neprazdna mnozina symbolu (vstupni abeceda)
Y - konec¢na neprazdna mnozina symbolu (vystupni abeceda)
d -zobrazeni Q x X —» Q (prfechodova funkce)

n - zobrazeni Q —» Y (znackovaci funkce)

d,€Q (pocatecni stav)

Poznamky:
— nékdy nas nezajima pocatecni stav, ale jen prace automatu
— znackovaci funkce umoznuje suplovat roli koncovych stavi

F<Q nahradime znac¢kovaci funkci p : Q — {0,1} takto:
uw(g) =0, pokud q¢F
=1, pokud geF

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad Mooreova stroje

Navrhnéte automat pocitajici tenisové skore.
Vstupni abeceda: ID hrace, ktery uhral bod

Vystupni abeceda/stavy: skoére (tj. Q=Y a u(q)=q)

Stav/vystup A B Stav/vystup A B
00:00 15:00 00:15 shoda A:40 40:A
15:00 30:00 15:15 A:40 A shoda
15:15 30:15 15:30 40:A shoda B
00:15 15:15 00:30 A 15:00 00:15
30:00 40:00 30:15 B 15:00 00:15
30:15 40:15 30:30
30:30 40:30 30:40
15:30 30:30 15:40
00:30 15:30 00:40
40:00 A 40:15
40:15 A 40:30
40:30 A shoda
30:40 shoda B
15:40 30:40 B
00:40 15:40 B
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Mealyho stroj

Mealyho (sekvenénim) strojem nazyvame Sestici
A =(Q,X,Y,3,A,q,) resp. pétici A = (Q,X,Y,5 ,A), kde:

Q - kone¢na neprazdna mnozina stavu (stavovy prostor)

X - kone¢na neprazdna mnozina symbolu (vstupni abeceda)
Y - konec¢na neprazdna mnozina symbolu (vystupni abeceda)
& -zobrazeni Q x X —» Q (prechodova funkce)

A -zobrazeni Q x X — Y (vystupni funkce)

d,€Q (pocatecni stav)

Poznamka:
vystup je uréen stavem a vstupnim symbolem

tj. Mealyho stroj je obecnéjSim prostiedkem nez stroj Mooreuv
znackovaci funkci p : Q - Y lze nahradit vystupni funkci Ay Q x X Y
napriklad takto:
VxeX A (g,x) = p(q)
nebo takto VxeX A(q,x) = u(d(q,x))

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad Mealyho stroje

Navrhnéte automat, ktery déli vstupni slovo
v binarnim tvaru €islem 8 (celoCiselné).

Realizace:
— posun o tfi bity doprava (1101010 — 0001101)
— potrebujeme si pamatovat posledni trojici bitt
(vlastné dynamicka tribitova pamét’-buffer)

17

0/0

Stav\symbol 0 1 000 2001 2o 2414
000 000/0 001/0 | Q0 fon
001 010/0 011/0 @, 11 1110
010 100/0 101/0 N -
011 110/0 111/0 0/1 100

100 000/1 001/1 . o

101 010/1 011/1 \sltaadr;l:\jz?, kdyz nevime, kde automat
110 100/1 101/1 NE - po trech symbolech zaéne
111 110/1 111/1 podéitat spravné
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Vystup sekvencnich stroju

slovo ve vstupni abecedé — slovo ve vystupni abecedé

Mooreliv stroj
znackovaci funkce n: Q > Y a b ¢ d
o0—0—0—0—0
W QX Y IR
w(d.A) =2 (nékdy p*(g,A) = p(q) ) Xy ouov

w*(g,wx) = p*(q,w) . w(d3*(q,wx))
Priklad: p*(00:00,AABA) = (00:00 .) 15:00 . 30:00 . 30:15 . 40:15

Mealyho stroj
vystupni funkce A: QxX—>Y a b c _d
" 1 QX Y* OTOROTCY?
A*(q,A) = A X y u v

A*(q,wx) = A*(q,w) . M(8%(q,w),X)
Pfiklad: p*(,0004,1101010) = 0001101

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Prevod Mooreova stroje na Mealyho

Necht’ A = (Q,X,Y,3,1,9,) je Mooreuv stroj.
Umime najit Mealyho stroj B tak, ze Vq,w pu*(q,w) = A*(q,w) ?

ANO!
polozme B = (Q,X,Y,8,1,q,), kde A(q,x) = p(5(q,x))
tj. A vraci znacku stavu, do kterého prejdeme

o2 =C\: b o “”I::> 02X 5. bX o

\ X
Priklad:
stav| 0 1 |vystup stav (0 1
a a b 0 ﬂﬂ:> a all b/1
b b c 1 b b/1 c/2
c c a 2 c c/2_all
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Prevod Mealyho stroje na Mooreliv

Necht’ A = (Q,X,Y,3,1,q,), je Mealyho stroj.
Sestrojme Mooreuyv stroj B tak, ze Vq,w A*(q,w) = u*(q,w).

Problém: do jednoho stavu mohou Reseni: stav rozdélime na vice
vést pfechody s riznym vystupem! | stavil (podle poctu vystupnlch
symbol). X
alx 9 b/y a 9x q;l’y b s

Ted' uz je to jednoduché! B = (QxY,X,Y,5",u,(q,,_)), kde
6‘((a,y),x) = (8(q,x), M(q,x)) a u((a.y)) =

Priklad: stav 0 1 | vystup
(@,0) | (a,0) (b,0) /0

stav | 0 1 a1) | (3,00 (b,0)] 1
a al0 bl0 ”U:> (0,0) | (a1) (bA)]. 0
b all bl b1) | (a1) (bA)| /1

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Konecné automaty - shrnuti
Konec¢ny automat M}
— jednoznaény redukovany automat
— nedeterminismus (2"), dvousmeérny KA (n")
Automaty a jazyky
— regularni jazyky
— uzavrenost na mnozinové operace
— uzavrenost na retézcové operace
— uzavienost substituce
Charakteristika regularnich jazyku
— Nerodova véta (kongruence)

— Kleeneova véta (elementarni jazyky a operace)
— lteracni lemma (iterace podslov, jen nutna podminka)
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Celularni automaty aneb hra na zivot

Bunka = kone¢ny automat
vstup automatu = stavy okolnich bunék
je definovano uniformni propojeni automat
automaty pracuji synchronneé

Conwayova hra ,Life*
stav 1 (ziva bunka), stav 0 (mrtva bunka)
prechody (dle poétu zivych bunék v okoli):
zrozeni:  3-4 zivé bunky v okoli
umrti: 0-1 ziva bunrka v okoli (,,je mi smutno®)
4-8 zivych bunék v okoli (,,je mi tésno*)

)

'

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

<

vot (. Life“
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Jedna bunka navic

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Uvod do formalnich gramatik

Gramatiky, vSichni je zname, ale co to je?

Popis jazyka pomoci pravidel, podle kterych se vytvareji
vSechny retézce daného jazyka.

Puvodné pro popis prirozenych jazykii
<véta> —» <podmétna ¢ast> <prisudkova c¢ast>

Zadani syntaxe vyssich programovacich jazyku
od dob Algolu 60

Backus-Naurova normalni forma (BNF)
<¢islo> :== <Cislo bez zn.> | +<¢islo bez zn.> |-<¢islo bez zn.>
<c¢islo bez zn.> :== <Cislice> | <€islice><¢islo bez znam>.
<Cislice>:==0|1|2|3]|4|5]|6]7]|8]|9
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Priklady gramatik

1) Gramatika spravnych uzavorkovani
Vo> WIMV) ()

Vyraz (()())(()) je generovan posloupnosti prepisu:
V= VV > (V)V > (VW)V = (OV)V = ()))V = (00N V) = (OO)()

2) Gramatika generujici vSechny vyrazy s operacemi + a *,
zavorkami a jedinou konstantou c.

Vo T+V|T
To>FT]|F
F->(V)]|c

Vyraz c+c*c+c je generovan posloupnosti prepisu:
Vo> T+V > F+V > c+V 5 c+T+V - c+F*T+V - c+c*T+V >
c+c*F+V —» c+c*c+V > c+c*c+T — c+c*c+F — c+c*c+c

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Prepisovaci systémy - zakladni pojmy
Prepisovacim (produk¢énim) systémem nazyvame dvojici
R =(V,P),
kde
V - koneéna abeceda
P - kone€na mnozina prepisovacich pravidel

prepisovaci pravidlo (produkce) je usporadana dvojice (u,v),
kde u,veV* (zpravidla piSeme u — v)

Rikame, ze w se pfimo prepise na z (piSeme w=z), jestlize:
du,v,x,yeV* tz. w=xuy, z=xvy a (u—v)eP.

Rikame, ze w se prepise na z (piSeme w=*z), jestlize:
duy,...,.u,eV*  wW=u, = U, >... = U,=z.

Posloupnost u,,...,u, nazyvame odvozenim (derivaci).

Pokud Vi#j uzu;, potom hovofime o minimalnim-odvozeni.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Prepisovaci systémy

Priklad:
VvV ={0,1}
P={01>10, 1001}
00110 =* 00011 dostaneme z 00110 = 00101 = 00011
00110 =* 01100 dostaneme z 00110 = 01010 = 01100

libovolné slovo prepisSe na libovolné jiné slovo
(se stejnym poctem vyskyta 0 a 1)

Produkéni systémy slouzi jako programovaci nastroj v Ul
program = systém produkci
data = slova v abecede
— OPS5, TOPS, CLIPS, JBoss Rules, Jess
— Constraint Handling Rules (CHR)
— Definite Clause Grammars (DCG)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Formalni (generativni) gramatiky

Generativni gramatikou nazyvame ctverici G=(V,,V+,S,P):
V\ - kone€na mnozina neterminalnich symbolt
V; - kone€na mnozina terminalnich symbolt
obé abecedy jsou neprazdné a disjunktni!
SeV\ - pocatecni neterminalni symbol
P - systém produkci u—v, kde u,ve(Vy U V;)*
a u obsahuje alespon jeden neterminalni symbol.

Jazyk L(G) generovany gramatikou G definujeme takto:
L(G) = {w | weV* A S=*w}.

Gramatiky G, a G, jsou ekvivalentni, jestlize L(G,)=L(G,).

Priklad:
G = ({S},{0,1},5,{S—0S1,S — 01}), L(G) = {0'1! | i1}

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Chomského hierarchie

Klasifikace gramatik podle tvaru prepisovacich pravidel.

gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky L,)
pravidla v obecné formeé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L,)
pouze pravidla ve tvaru aXp — awj,
XeVy, a,pe(Vy v V7)*, we(Vy L Vo)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
gramatiky typu 2 (bezkontextove jazyky L,)
pouze pravidla ve tvaru X—»w, XeV,, we(Vy U Vq)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky L;)
pouze pravidla ve tvaru X—»wY, X—ow, X, YeV,weV:*

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Usporadanost Chomského hierarchie
Chomského hierarchie definuje usporadani trid jazyku:
LoD LD L,D L3

Dokonce vlastni podmnoziny (pozdéeji):
LoD LyD LyD Ly

Ly D L, (rekurzivné spocetné jazyky zahrnuji kontextové jazyky)

obecna pravidla o pravidla tvaru aXp — awf

L, D L3 (bezkontextové jazyky zahrnuji regularni jazyky)
wXoW, we(Vy U V;)* “ o, XowY, X->w, YeV,, weV;*“

L4 D L, (kontextoveé jazyky zahrnuji bezkontextové jazyky)
oXp — awp, |[w|>0 vs. X-ow, |w|>0
problém s pravidly tvaru X—\
Mlzeme z bezkontextovych gramatik vyradit pravidla X—>A?

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Nevypoustéjici bezkontextové gramatiky

Bezkontextova gramatika G je nevypoustéjici prave tehdy,
kdyz nema pravidla ve tvaru X—A.

Veéta: Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje
nevypoustéjici bezkontextova gramatika G, takova, ze
L(G,) = L(G) - {A} (jazyky se liSi maximalné o prazdné
slovo).

Je-li A € L(G), potom existuje BKG G, tak, ze L(G,) = L(G)
a jediné pravidlo s A na pravé strané je S‘->A a S°

(pocate€ni neterminal) se nevyskytuje na pravé strané
zadného pravidla G, (tedy £, 2 L, ).

Priklad: ‘@/
G: S—0S1|A
G,: S— 0S1] 01

G,:S‘>S|A, S—0S1]01

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Prevod na nevypoustéjici BKG

... aneb, jak se zbavit pravidel ve tvaru X—A?

Zakladni myslenka:
- pravidlo X—>A se pouziva pro vyhozeni X ze slova
- co kdyz X do slova vubec nezaradime?
ey YUXV, X5A, ... = ery YUXV, Y>ouy, ...

1) Nejprve zjistime neterminaly, které se prepisuji na A:
U ={X| XeVy A X=>*A\}

Pro¢ tak silné (nestacilo by X—>A misto X=*\)?
Reseni derivaci X =X°YY =Y-2Z =224 ),

Itera€ni algoritmus pro ziskani U:
U, = {X]| XeVy A (X>A\)eP} pfimy prepis
U,., = {X| XeVy A (Xow)eP, weU.*} pfrepis po i+1 krocich
U, cU,c...cV, + stabilizace (3k U,= U,,,=...) + U=U,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Prevod na nevypoustéjici BKG - pokracovani

2) Uprava pravidel
do P, dame pravidla tvaru X—u takova, ze:

° U#M
* v P je pravidlo X—>Vv,YVv,...v, .Y .Vi+1s Y € U, vie((Vy-U)UV)*

a u vznika z (v1Y1v2...vamvainv;];)nétlénim nékterych (vSech,
zadného) symbolua Y..
3) Jesté L(G,) = L(G) - {\}
ziejmé: G, je nevypoustéjici BKG, L(G,) c L(G), AL(G,)
necht welL(G) a w#A, tj. S=*w,
pokud se pouzilo pravidlo z P-P,, pak ma tvar X—>A

v derivaci pred nim muselo byt uzito pravidlo Y—uXv
udélame novou derivaci s Y—>uv a bez X—>A

4) Zbyva situace A € L(G)
G, = (VyVU{S}L, V., S P U{S‘ oA, S'5S})

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad - nevypoustéjici BKG

S—>aSc|A
A - bAc | A

1) Nejprve zjistime neterminaly, které se prepisuji na A:
U={AS}

2) Upravime pravidla:

S—>aSc|A

S > ac (vzniklo z S —» aSc vypusténim S)
A — bAc (pravidlo A - A neprevadime)

A - bc (vzniklo z A - bAc vypusténim A)

Plvodni gramatika generuje jazyk {a'bick | i+j=k}.
Prevedena gramatika generuje jazyk {a'bick | i+j=k, k>0}.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Chomského hierarchie

gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky L,)
pravidla v obecné formé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L,)
pouze pravidla ve tvaru aXp — awp,
XeVy, a,pe(Vy v Vo)*, we(Vy v Vo)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S —» A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky L,)

pouze pravidla ve tvaru X—»w, XeV,, we(Vy U V;)*

(=" gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky ()
pouze pravidla ve tvaru X—»>wY, X—»>w, X, YeV, weV;*

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Gramatiky typu 3 a regularni jazyky

pouze pravidla ve tvaru X—»wY, X—ow, X, YeV,weV;*

Podivejme se na derivace generované gramatikami typu 3
P:S—> 0S|1A ]| A, A - 0A | 1B, B—->0B|1S
S=0S=01A=011B = 0110B = 01101S = 01101

Pozorovani:
— kazdé slovo derivace obsahuje praveé jeden neterminal
— tento neterminal je vzdy umistén zcela vpravo
— aplikaci pravidla X—w se derivace uzavira
— krok derivace = generuje symbol(y) +zméni neterminal

Idea vztahu gramatiky a konecného automatu:
neterminal = stav kone€ného automatu
pravidla = prechodova funkce

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Prevod kone€éného automatu na gramatiku

LeF = LeL,
Dukaz:
L=L(A) pro néjaky kone¢ny automat A=(Q,X,5,q,,F)
definujme gramatiku G=(Q,X,q,,P), kde pravidla maji tvar
p — aq, kdyz 3(p,a)=q
p—A, kdyz peF
jesté L(A)=L(G)?
1) A € L(A) < qoeF < (qy—>A) e P < A € L(G)
2) a,...a, € L(A) © 3qy,-..,9,€Q tz. 6(q;,a,,1)=9;+1, d,,€F
< (gp=> a9y ... = a4...a,9, = a,...a,) je derivace pro a,...a,

& ay...a, € L(G)
QED

A co naopak?

— pravidla X—aY kédujeme do prechodové funkce a XA je konec
— ale co pravidla X— a,...a, Y, X—Y, X—> a,...a,?

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad prevodu KA na gramatiku

A—>1B|0A | A
B —0C | 1D \ /@\ 1
C-H>0E|1A @\.‘ \ @0
D 0B|1C @ % e
E—O0D|1E
Priklady derivaci:
A=0A=0 (0)
A= 1B = 10C = 101A = 101 (5)
A = 1B = 10C = 101A = 1010A = 1010 (10)
A=1B=11D = 111C = 1111A = 1111 (15)

L={w|w e€{0,1}* A w je binarni zapis Cisla délitelného 5}

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Standardizace pravidel regularni gramatiky

Ke kazdé gramatice G=(V,V+,S,P) typu 3 existuje
ekvivalentni gramatika G*, ktera obsahuje pouze pravidla
ve tvaru: X— aY¥Y a X—A.

Dukaz:
definujme G*=(V*\,V+,S,P‘), kde pravidla P‘ ziskame takto
P p:
X— aY¥Y X— a¥
XA X—>A
X— a;...a,Y X— a,Y, Y>> aY;, ..., Y, —>aY
Z— a,...a, Z>al,Z—>aZ,,... 2>\
(Yo--es Y, Z45...,Z,, jSOU NOVE netermindly - pro kazdé pravidlo jina sada)
zbyva X ->Y

definujme U(X) =
efektivni postup U,=

{Y|Y eVyAX2*Y}

{Y]|(X>Y)eP}, U, =U, u{Y | (Z-Y)eP,ZeU}}

X->Y

X— w pro vSechna Z— w z P*

aZeU(X)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad standardizace regularni gramatiky

Originalni Prevedena
S — babaX S - bS;
S,—>aS,
S, > bS,
S;—» aX
SoY S > aY|bY|aY,| bZ,
Y —» aY¥Y | bY Y > aY | bY
Y — abbX Y — aY,
Y, - by,
Y, - bX
Y — baa Y > bZ,
Z,—> aZ,
Z, —> aZ,
Z;—> A
X—>aX|bX|A X—>aX|bX|A

\

L>@

a

Q

a,b

bl 9

l
@
\

L={ w | w=babau v w=uabbv v w=ubaa, u,ve{a,b}*}

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




_ _Prevod gramatiky na kone¢ny automat

Le ;= Le F
Dukaz:

L=L(G) pro néjakou gramatiku G = (V,V+,S,P) typu 3
obsahujici pouze pravidla ve tvaru: X— aY¥Y a X—A

definujme nedeterministicky kone¢ny automat
A = (V\,V+,6,{S},F), kde:

F={X]| (X—>A)eP}

5(X,a) ={Y | (X—>aY)eP}

jesté L(G)=L(A)?
1) LeL(G) & (S—>A)eP < SeF < AeL(A)
2) a,...a, € L(G)
< existuje derivace (S = a; X, = ... =@ a,...a X, = a;...a,)
< 3X,,---. X, €V t2. 8(X,,a,,1)3Xis1, Xo=S, X, eF & a,...a, € L(A)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Levé (a pravé) linearni gramatiky

Gramatiky typu 3 nazyvame také pravé linearni
(neterminal je vzdy vpravo).

Obdobné - gramatika G je leva linearni, jestlize ma pouze
pravidla tvaru X—»>Yw, X—>w, X, YeV, weV;*
(neterminal je vzdy vievo).

Véta: Jazyky generované levou linearni gramatikou jsou
prave regularni jazyky.
Dukaz:
— ,,otoc¢enim* pravidel dostaneme pravou linearni gramatiku
X->Yw, X>w prevedeme na X—>wRY, X—>wR
— ziskana gramatika generuje jazyk LR
— vime, ze regularni jazyky jsou uzaviené na reverzi
tudiz protoze LR je regularni, je i L (=(LR)R) regularni
— takto lze ziskat vSechny regularni jazyky

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Linearni gramatiky (a jazyky)

Mlzeme levé a pravé linearni pravidla pouzivat najednou?
DalSi zobecnéni - gramatika je linearni, jestlize ma pouze
pravidla tvaru X— uYv, X—»> w, X YeV,, u,v,weV;*
(na pravé strané vzdy maximalné jeden neterminal).

Linearni jazyky jsou prave jazyky generované linearnimi
gramatikami.

Zrejmé: regularni jazyky c linearni jazyky
Plati také: regularni jazyky o linearni jazyky?
NE!

{0"1" | n>1} neni regularni jazyk, ale je linearni (S —» 0S1 | 01)

Pozorovani:
linearni pravidla Ize rozlozit na levé a pravé linearni pravidla
S—>0A A—-S1

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Chomského hierarchie

gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky L,)
pravidla v obecné formé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L,)
pouze pravidla ve tvaru aXp — awp,
XeVy, a,pe(Vy v Vo)*, we(Vy w Vo)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S —» A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
- gramatiky typu 2 (bezkontextove jazyky L,)

pouze pravidla ve tvaru X—»w, XeV,, we(Vy U V;)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky ()
pouze pravidla ve tvaru X—»>wY, X—»>w, X, YeV, weV;*

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Bezkontextové gramatiky

pouze pravidla ve tvaru X—»w, XeV,, we(Vy U V)*
velky prakticky vyznam
— definovani syntaxe vyssich programovacich jazyku
— konstrukce kompilatoru

Priklad:
<Program> — <Pf¥ikaz> | <P¥ikaz> <Program>
<Pfikaz> — <IF-prikaz> | <WHILE-prikaz> | <Prirazeni>
<IF-ptikaz> — if <Test> then <Prfikaz> else <Prikaz>
<WHILE-pf¥ikaz> — while <Test> do <Pfikaz>
<Pfifazeni> — <Proménna> := <Vyraz>

Bude nas zajimat:
— jednoznacnost gramatiky (kvuli prekladu)

— analyza pomoci zasobnikovych automatu
— vlastnosti BKG obecné

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Redukované bezkontextové gramatiky

Redukce (gramatiky) = vyrazeni zbyte¢nosti

u kone¢nych automatu:
— dosazitelné stavy, které nejsou ekvivalentni
— redukt uréen jednoznacné

u bezkontextovych gramatik:
— dosazitelné neterminaly, které néco generuji
— zde slabsi vyznam (nemame jednoznac€nost)

Bezkontextova gramatika G (takova, ze L(G)#J) se nazyva
redukovana, jestlize:
1)pro kazdy neterminal X existuje alespon jedno
terminalni slovo w takové, ze X =>*w

2)pro kazdy neterminal X razny od S existuji slova u, v
tak, ze S =* uXv (dosazitelnost).

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Redukce bezkontextovych gramatik

Priklad:
S—>aAl|ab Zjevneé staci pravidlo
A —> BC S — ab,
B — ba ostatni pravidla (neterminaly) jsou
D—oab|A zbytec¢na

Tvrzeni: Ke kazdé bezkontextové gramatice G takové, ze
L(G)=J lze sestrojit ekvivalentni redukovanou gramatiku.

Duikaz (idea):
1) vyhod’ neterminaly, které negeneruji terminalni slovo
2) vyhod' nedosazitelné neterminaly
Poznamka: poradi redukénich krokt nelze prohodit!

S—>ab|A

ab y
A — BC \;XQ
B->b

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Algoritmus redukce - krok 1

hledame V = {X | XeV|, aweV;* X=*w}
obvykly postup (iterace po krocich):

V,=V;

V.=V, U {X| XeV, IweV;* (X—>w)eP}

VoV, ... c V; U V| + stabilizace (3k V, = V,,=...) + V=V, NV,
Zaroven vime, zda L(G)zJ (L(G)=J < SeV)

Nyni z gramatiky odstranime vsechna pravidla obsahujici na levé ¢Ci
pravé strané neterminal nepatrici do V.

a) mame splnén bod 1) definice redukované gramatiky
pro XeV vime: 3weV;* X=*w + pouzita pravidla nebyla odstranéna
b) ziskana gramatika G* je ekvivalentni s pivodni gramatikou G
L(G‘)cL(G) zfejmé , L(G‘)oL(G) Ize ukazat sporem

Priklad:
S—»>aA|ab, A->BC, B—>ba, D>ab|A
V = {S,B,D}
redukovana pravidla: S > ab, B—>ba, D—>ab|A

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Algoritmus redukce - krok 2 (dosazitelnost)

hledame U = {X | XeV|, S=*uXv}
obvykly postup (iterace po krocich):
U, = {S}
U...= U, u {X| XeV\, 3YeU, (Y>uXv)eP}
U,c U, c... cVy + stabilizace (3k U,= U,,,=...) + U=U,

Podobné jako v kroku 1 odstranime z gramatiky vSechna pravidla
obsahujici na levé ¢i pravé strané neterminal nepatrici do U.

a) mame splnén bod 2) definice redukované gramatiky
pro XeU vime: S=*uXv + pouzita pravidla nebyla odstranéna
b) ziskana gramatika G* je ekvivalentni s gramatikou G°
L(G*)cL(G’) zrejmé , L(G*)oL(G’) Ize ukazat sporem
c) platnost bodu 1) definice redukované gramatiky nebyla naruSena

spojenim X=*w a S=*uXv [
Priklad:
S—»>ab, B>ba, Do>ab|A U ={S}

finalni redukovana pravidla: S — ab

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Bezkontextové gramatiky a derivace

pouze pravidla ve tvaru X—»w, XeV\, we(Vy U V;)*
Umluva

neterminaly = velka pismena

terminaly = mala pismena

pravidla =X—>u|v|w]... (pro stejnou levou stranu)
Derivace

w=z, jestlize: Ax,y,ve(Vy U V;)* tz. w=xAy, z=xvy a (A—>v)eP

G: S > aSX| A, X —> XbSb |c

S = aSX = aSXbSb = aSXbb = aXbb = acbb
S=>aSX= aX = aXbSb = acbSb = acbb
S = aSX = aSXbSb = aSXbb = aScbb = acbb

Pozorovani
— stejna délka derivaci (poc€et pravidel) + pouzita stejna pravidia
— liSi se poradim aplikace pravidel
— prepis neterminalu neovliviiuje derivaci ve zbytku slova

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Kanonické derivace

Zda se zbyte¢né zabyvat se derivacemi s riznym poradim pravidel.

Definice:
Levé prepsani w=z, jestlize se prepisuje nejlevéjsi neterminal:
dv,ye(Vy U V;)* IxeV;* JAeV tz. w=xAy, z=xvy a (A—>v)eP
Leva derivace vznika pouzitim pouze levych prepsani.
Pravé prepsani a prava derivace se definuje obdobné (vzdy se
prepisuje nejpravéjsi neterminal)
Lemma: Pro bezkontextové gramatiky plati:
X =* w prave tehdy, kdyz existuje leva (prava) derivace wz X
Dukaz:
stacCi ukazat, ze existence derivace implikuje existenci levé derivace
xAy = xuy, pouzitim A->u
prepsani A—»u neovlivni fetézce x a y ani jejich dalSi prepisovani

¢asti x, A, y se prepisuji nezavisle na sobé Al v ]
muzeme preferovat aplikaci nékterych pravidel
formalni duikaz (indukci dle délky derivace) [x [uly |

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Derivacni strom

Mlzeme ,,vypocet“ zachytit jinak nez sekvenci pravidel?

Priklad: S
G:S—>aSX|A, X->XbSb]|c S e
a S X
| — \\
. . A X b S b
Definice: | |
c A

Derivacni strom je takovy strom, ze:
» kazdy vrchol je ohodnocen prvkem z Vyu VU {A}
» kofen je ohodnocen S (poéate€¢ni neterminal)
* vnitini vrcholy jsou ohodnoceny prvkem z V

« je-li A ohodnoceni vrcholu a u,,...,u, jsou ohodnoceni jeho
potomku (brano zleva doprava), potom (A— u,,...,u,)eP

* je-li vrchol ohodnocen A , potom je to list, ktery je jedinym
potomkem svého rodice.

V derivaénim stromu hraje roli jak stromové usporadani dané hranami,
tak usporadani zleva doprava.
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Derivace a derivaéni stromy

Rikame, ze derivaéni strom dédva slovo w, jestlize w je slovo
slozené z ohodnoceni listll (brano zleva doprava).

Nékolik zfrejmych tvrzeni:
— S =* w potom existuje deriva€ni strom, ktery dava w
(jednoznaéné dany derivaci)
— mame-li derivaéni strom, ktery dava w, potom S =*w
(derivace ale neni uréena jednoznacné)

— kazdy derivacni strom jednoznacné urcuje levou
(a pravou) derivaci

Deriva€ni strom zastupuje derivace slova ziskané ,;stejnym
zpusobem® (vyznam slova).

Je mozné mit rtizné derivacni stromy davajici stejné slovo
(pro stejnou gramatiku)?

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Jednoznacnost a viceznacnost BKG

Priklad: S S
/N RN
S—>S+S]|a S + S S_+ S
slovo a+a+a al‘ s/ ,l,\s 3/ l\s A
b4 oo

Definice:

*Bezkontextova gramatika G je viceznac¢na (nejednoznacna), jestlize
dwel(G), které ma dvé rizné levé derivace.

*V ostatnich pripadech bezkontextova gramatika je jednoznacéna.

*Bezkontextovy jazyk L je jednoznaény, jestlize existuje jednoznaéna
bezkontextova gramatika G tak, ze L=L(G).

*Bezkontextovy jazyk L je (podstatné) nejednoznacny, jestlize kazda
BKG G, takova ze L=L(G) je nejednoznacna.

Priklad:
jazyk {a'bick | i=j v j=k} je podstatné nejednoznacny
pro slovo abic’ existuji z principielnich diivodu dva zplsoby

odvozeni : |
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Od viceznaénosti k jednoznacnosti

Viceznacnost je potencialnim zdrojem potizi.
jedno slovo = vice vyznamli
U programovacich jazyku je vicezna¢nost nepripustna!

Priklad 1:

S—»>S+S|a ...vicezna€na gramatika

S—»>atS|a ...ekvivalentni jednozna€éna gramatika
Priklad 2:

S »ifthenSelse S |ifthenS | A

slovo ,,if then if then else” ma dva vyznamy
»if then (if then else)“ nebo ,,if then (if then) else*

Reseni:
» syntakticka chyba (Algol 60)
 else patfi k blizSimu if (preference poradi pravidel)
« zavorky begin-end (asi nejCistSi reseni)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Jednoznacnost a kompilatory

E—->E+E|E*E|(E)|a ... hejednoznaéné
E>E+E|T, T TT|F, F—>(E)|a ... resi prioritu operaci
Kompilace vyrazu (zasobnik na mezivysledky+dva registry):

(1) E > E+T ... pop r1; pop r2; add r1,r2; push r2

(2)E>T

3)T>TF ... pop r1; pop r2; mul r1,r2; push r2

4T->F

(5) F - (E)

(6)F > a ... push a

a+a*a, ziskame postupnou aplikaci pravidel 1,2,4,6,3,4,6,6
E 2 E+T = T+T = F+T = a+T = a+T*F = a+F*F = at+a*F = ata*a
posloupnost obratime a vybere pouze pravidla generujici kod
6,6,3,6,1
nyni pravidla nahradime prislusnym kédem
push a; push a; pop r1; pop r2; mul r1,r2; push r2; push a;
pop r1; pop r2; add r1,r2; push r2
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Analyza shora bezkontextovych jazyku

Jak k danému slovu a zvolené bezkontextové gramatice najdeme
odpovidajici deriva¢ni strom?
Analyza shora
— konstruujeme levou derivaci
— dosud vygenerované slovo kontrolujeme se vstupem

/ \\ é % //% /\/\/

V kazdém kroku derivace mtizeme slovo psat ve tvaru uv, kde
» u obsahuje pouze terminaly (jiz pre¢tena ¢ast slova)
v za€ina neterminalem (zatim nehotova ¢ast)

Postup hledani derivace:
1) vezmi prvni neterminal A z v a nahrad’ ho w, dle pravidla A~>w
2) vzniklé slovo v rozloz na xy, kde x obsahuje pouze terminaly
a y za€ina neterminalem
3) zkontroluj x oproti vstupu a pokud je v poradku, pridej x za u,
poloz v rovno y a opakuj od 1 dokud v\

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Realizace analyzatoru

slovo generujeme na zasobnik (LIFO struktura)

je-li vrchol zasobniku terminal, srovhame ho se vstupem (éteme znak)
je-li vrchol zasobniku neterminal, nahradime ho slovem dle pravidla
konéime, kdyz je zasobnik prazdny (musi byt prec¢teno celé slovo)

Priklad: zasobnik zbytek vstupu | pravidlo
’ E a+a*a
(1) E—> E+T E+T a+a*a (1)
(2Q)E->T T+T ata*a (2)
F+T a+a*a (4)
T->T*F
(3T a+T a+a*a (6)
(4)T—>F +T +a*a kraceni
(5) F —» (E) T a*a kraceni
T*F a*a (3)
(6)F >a F*F a*a (4)
a*F a*a (6)
x‘/ *F *a kraceni
F a kraceni
al|+|al* a a (6)
A A kraceni
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Zasobnikovy automat

Zasobnikovym automatem nazyvame sedmici
M = (Q!X!Y!S!qO!ZO!F)!

kde
Q - neprazdna kone¢na mnozina stavu
X - neprazdna konec¢na vstupni abeceda
Y - neprazdna kone¢na zasobnikova abeceda
0 - prechodova funkce Qx(XU{A})xY — Pgn(QxY¥)
d,€Q - pocatecni stav
Z, €Y - pocatecni zasobnikovy symbol

F - mnozina koncovych stavli [ Gtenésiovo |
Poznamky: _ Fidici /]
jednotka

« ZA je z principu nedeterministicky
* vzdy nahrazujeme vrchol zasobniku
* nemusime cist vstupni symbol

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Vypocet zasobnikového automatu

Instrukci (p,a,Z) - (q,w) ( (q,w)ed(p,a,Z) ) Ize vykonat, pokud:
— stav automatu je p
— na vstupu je symbol a (pouze pokud a#\)
— na vrcholu zasobniku je symbol Z

Vykonani instrukce (p,a,Z) — (q,w) znamena:
— zmeénu stavu automatu z p na q
— je-li a#A, posun €teci hlavy (pre€teni pismene a)
— smazani vrchniho symbolu zasobniku (symbolu Z)
— pridani slova w na zasobnik (nejvyse bude prvni pismeno z w)

Formalizace kroku zasobnikového automatu: | | u |

Situace zasobnikoveho automatu je trojice (p,u,v), kde: ('E_/]
peQ, ueX* (zbytek ¢teného slova), veY* (obsah zasobniku). P H

Situace E,=(p,au,Zv) vede bezprostredné na situaci
E,=(q,u,wv), kdyz p,qeQ , ueX*, vyweY*, acXU{A}, Z€Y, (q,w)&d(p,a,Z)-
PiSeme E, |— E,.

Situace E vede na situaci E‘ (E |—"* E'), pravé kdyz E|—E,, E,|—E; .-+ E,|—E*
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Zasobnikové automaty a jazyky

Kdy kon¢i vypocet zasobnikového automatu:
— zasobnik je prazdny
— neni definovana zadna instrukce

Prijimani koncovym stavem

slovo je celé precteno a jsme v koncovém stavu
Prijimani prazdnym zasobnikem

slovo je celé preéteno a zasobnik je vyprazdnény

Necht’' M je zasobnikovy automat.

Jazyk rozpoznavany automatem M koncovym stavem definujeme
takto: L(M) = {w | weX*, veY*, qeF (qq,W,Z,)|—*(d,A,V)}.

Jazyk rozpoznavany automatem M prazdnym zasobnikem
definujeme takto: N(M) = {w | weX*, qeQ (d,,W,Z,)|—*(q,A,;X)}:
Koncové stavy nas tady nezajimaji, proto klademe F=Q.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Zasobnikovy automat v priklade
L = {0"" | n>0}
Prijimani prazdnym zasobnikem
p-pocéatecni stav, Z-pocatecni zasobnikovy symbol

6(p,0,Z2) = {(p,A)} ... Cte prvni symbol 0
o(p,0,A) = {(p,AA)} ... Cte dalsi symboly 0
o(p,1,A) = {(q,\)} ... Cte prvni symbol 1
8(q,1,A) = {(q,\)} ... Cte dalsi symboly 1

Prijimani koncovym stavem
p-pocatecni stav, qc-koncovy stav, Z-poc€atecni zasobnikovy symbol

o(p,0,Z) = {(p,AZ)} ... Cte prvni symbol 0

o(p,0,A) = {(p,AA)} ... Cte dalsi symboly 0
o(p,1,A) = {(q,\)} ... Cte prvni symbol 1

8(q,1,A) = {(q,\)} ... Cte dalSi symboly 1
o(q,MZ) = {(ge,\)} ... kon€i
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Prijimani zasobnikem = pfijimani stavem

Pro kazdy zasobnikovy automat M, existuje ekvivalentni zasobnikovy
automat M, tak, ze N(M,)=L(M,) (prazdny zasobnik — koncovy stav).
Dukaz (konstruktivni):
idea:
* na zasobnik pridame specialni symbol,
* bézime stejné jako M,,
« je-li na zasobniku specialni symbol, kon€ime
formalné:
M; = (Q4,X,Y1,84,01,Z1,{}) > M3 = (Q2,X,Y2,82,05,Z5,{q}),
d2,qr £€Qq, Q; = Qq U {q,,0¢},
Z, eYy, Y, =Y, 0 {2,
83 »=" 81 + 85(d2,1,Z5)={(01,Z4Z,)} + VAeQ, 35(q,1,Z5)={(qp:A)}
N(M,)=L(M,)?
weN(M,) < (q4,W,Z4) [—" (Q,1,1)
< (AW, Zy) [—m2 (A4,W,Z4 Z5) [—"m2 (AA; Z3) =z (ArsAsA)
< wel(M,)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad prevodu

L={0""|n>0}
IV|1 = ({p!q}! {0’1}! {Z!A}, 8, P, Z!{})’ L=N(M1)
o(p,A,Z) = {(p,A)} ... Cte prazdné slovo
6(p,0,Z) = {(p,A)}
5(p,0,A) = {(p,AA)}
6(p,1,A) = {(a,A)}
6(d,1,A) = {(a,A)}

M, = ({p,q,d2,q¢}, {0,1}, {Z,A,Z,}, 6,, Ay, Z;, {dE}), L=L(M,)
8,(q,MZ,) = {(p,ZZ,)} ... hastartovani vypoétu M,
82(P,A.Z) = {(p,A)}
0,(p,0,Z) = {(p,A)}
6,(p,0,A) = {(p,AA)}
6,(p,1,A) = {(q,A)}
6,(d,1,A) = {(q,A)}
3,(P,AZ,) = {(de,\)} ... ukonéeni vypoctu
02(a,A.Z5) = {(drA)} e
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Prijimani stavem = pfijimani zasobnikem

Pro kazdy zasobnikovy automat M, existuje ekvivalentni zasobnikovy
automat M, tak, ze L(M,)=N(M,) (koncovy stav — prazdny zasobnik).
Dukaz (konstruktivni):
idea:
* na zasobnik prfidame specialni symbol (proti vyprazdnéni),
* bézime stejné jako M,,
* v koncovém stavu smazeme zasobnik (nedeterminismus!)
formaineé:
M, = (Q4,X,Y4,84,d1,Z1,F) = M, = (Q,,X,Y,,8,,05,Z,,{}),
d2,0m £Qq, Q; = Qq L {q,qu};
Z, Y, Y, =Y, 0 {Z;}
0y »=" 81 + VQpeF VZeY, 6,(qg,A.Z)=(84(deA\Z) L {(Au,A)}),
+ 8,(02,M2Z,)={(q1,244,)} + VZeY, 65(Am,AZ)={(aAmsA)}
L(M,)=N(M,)?
WEL(M1) - (q1,W,Z1) |_*M1 (qF’}"’V)
- (qZ!W’ 22) |_M2 (q1!W!Z1 Zz) |_*M2 (qF!}"’ v Zz) |_*M2 (qMJ‘!x)
< weN(M,)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad prevodu

L={w]|we{0,1}, |w|, = |w]|}

M, = ({p.a}, {0,1}, {Z,N,J}, &, p, Z,{p}), L=L(M,)
d(p,0,Z) = {(q,N2)} ... Gte prvni nulu
o(p,1,Z) = {(q,JZ)} ... Cte prvni jedni¢ku
8(q,0,N) = {(q,NN)} ... pridava dalsi nulu
6(9,0,J) = {(q,A)} ... krati nulu oproti predchozi jednicce
5(q,1,N) = {(q,\)} ... krati jedni€ku oproti predchozi nule
3(q,1,Jd) = {(q,JJ)} ... pridava dalsi jednic¢ku
o(q,M.Z) = {(p,Z)} ... pocet nul a jedni¢ek vyrovnan

IVIZ = ({P,quImCIM}, {051}! {Z’N’J!ZZ}! 82’ qz’ ZZ, {})5 L=N(M2)
8,(qMZ5) = {(p,ZZ,)} ... hastartovani vypoétu M,

[1

... stejné instrukce jako u M,
d,(pP,A.X) = {(qu, A)} VXe{Z,N,J,Z,} ... pfechod do mazaciho stavu
So(ApsAsX) = {(au, A)} VXe{Z,N,J,Z,} ... mazani zasobniku
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Od gramatiky k automatu

Kazdy bezkontextovy jazyk je rozpoznavan zasobnikovym
automatem prazdnym zasobnikem.

Dukaz (konstruktivni):

idea:
+ ze vstupu ¢teme terminaly, na zasobniku terminaly i neterminaly
« pravidla gramatiky — pravidla automatu (opracovani zasobniku)
» pridame pravidla pro kraceni terminalu na vstupu a na zasobniku
+ staci jediny stav

formalne:
G=(VNsVT!S!P) —> M=({p}’VT!VNUVT!6!p’S!{})
o(p,AX)={(p,w) | (X>w)eP} VXeV, ...opracovanizasobniku
d(p,a,a)={(p,A)} VaeV; ... kraceni terminald

Priklad: A — bAc | A o(p,\A) = { (p,bAc), (p;A) }

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Od gramatiky k automatu - pokra€ovani

L(G)oN(M)? B
»oituaci v kroku / popiSeme pomoci slova wi=uv; | u,
u; - dosud prectena €ast vstupniho slova z\
v, - jeSté nezpracovana ¢ast (zasobnik) ﬁ <

provedeni kroku
a) v, = 2Zv; kde ZeV,, potom
U;,4 = U, (nic neéteme), v,,, = vv;‘ (dle pravidla gramatiky Z—v)
zfejmeé tedy w, = w;,, (pfimy prepis v gramatice)
b) v; = av;' kde aeV,, potom u;,, = u,a, v, =V/, tedy w,,, = w;

1
vypocet automatu tedy definuje derivaci, S=w, = w =w ‘
u

L(GIN(M)?
C . [
vezmeme levé derivace %/\E' I ﬁvf‘z‘

ua =* u‘p, kde u‘=uv, u,u‘eV;* potom (p,v,a) |—* (pP;A;B)
dohromady S =* w a tedy (p,w,S) [—* (p, A, A)
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Od gramatiky k automatu - priklad

G=(V\,V1,S,P) —» M=({p},V:,VN\UV1,6,p,S,{})

3(p,A,X)={(p,w) | (X>w)eP} VXeV, ... opracovanizasobniku
d(p,a,a)={(p,A)} VaeV; ... kraceni terminaldi

Priklad: L= {albick | i+j=k}

Gramatika Zasobnikovy automat

S > aSc|A 8(p;A,S) = { (p,aSc), (p,A) }

A > bAc | A 8(p,AA) = { (p,bAc), (p,A) }
o(p,x,x) ={(p,A) } Vxe{a,b,c}

S = aSc = aAc = abAcc = abbAccc = abbccc

(p,abbccc,S) |— (p,abbccc,aSc) |— (p,bbccc,Sc) |— (p,bbccc,Ac)
|— (p,bbccce,bAcc) [— (p,bccc,Acc) |— (p,bcce,bAccc)
[— (p,ccc,Accc) |[— (p,ccc,ccc) |— (p,cc,cc) [— (p,c,c) |[— (p,iA; &)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Od automatu ke gramatice

Pro jednostavovy ZA, staci reverzni proces k BKG—ZA.
Pro vice-stavovy ZA:

— prevést na jednostavovy ZA

— primo na gramatiku

Prevod vice-stavového ZA na gramatiku:
pravidla gramatiky zachycuji vS§echny mozné vypocty
neterminalni symboly: [q,Z,p], kde p,qeQ, ZeY
q je stav automatu tésné pred tim, nez se Z prepise
p je stav automatu, kdyz zac¢iname pocitat pod Z
pravidla gramatiky:
S > [d,,Zy:p] nastartovani vypoctu (p - nevime, kde skongi)

[qu,p] —a [q1sB1,q2] [qZ!BZ,q3]"' [qm!Bm,p]
S(q,a,A) E) (q1, B1 B2-.. Bm)
d,---» q,,,P libovolné stavy - nevime, jak vypocet vypada

specialné: [q,A,p] — a, pro §(q,a,A) > (p,\)
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Vypocet automatu — derivace

(q!W!A) |_* (p!k’k) = [q!A!p] =>"w

indukci dle délky vypoctu
k=1
w eXU{A}, 8(q,w,A) > (p,A), tj. mame pravidlo [q,A,p] > W

k>1 (pro vypocty kratsi nez k plati)
(9,auy...u,A) |— (g4, uy...u, B4...B), I>1 prvni krok vypoctu
dle prechodu §(q,a,A) > (q4, B4 B,... B))
u; jsou slova nutna ke zpracovani zasobnikového symbolu B,
tj- (qi!ui!Bi) |_* (qi+1!}"7‘)! pro vhodna qd; (q|+1=p)
tyto vypocty jsou nutné kratsi nez k

tj. dle indukéniho predpokladu [q;,B;,q;,1] =" u; { \"
dohromady: 2 ®
[a,A,p] = a [q4,B4,9,] [a2,B2,9;]-.. [4,,B,,P]
[a,A,p] =>*a u, U, ... u,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Derivace — vypocet automatu

[q’A!p] =>*wW = (q’W!A) |_* (p’)"!k)

indukci dle délky (levé) derivace
k=1

jediné pravidlo [q,A,p] —» w muselo vzniknout z 5(q,w,A) > (p,A)

k>1 (pro derivace kratsi nez k plati)
[9,A,p] — a [q4,B4,9,] [d2,B>,q5]-.. [9;B;;p] prvni pouzité pravidlo
vzniklo z pfechodu 3(q,a,A) > (q,, B, B,... B)
potom w = a u,...u,, kde [q;,B;,q;;1] =" u; (9,.4=P)
tyto derivace jsou nutné kratSi nez k
tj. dle indukéniho predpokladu (q;,u;,B;) |[—* (q;+1,AsA)
dohromady: ,,slepime” vypocty a dostaneme 2

(q,W,A) |_ (q1! Uq...U, B1 B2 BI) |_* (p’}"’}\') \

Derivace vzdy zacina néjakym pravidlem S — [q,,Z,,q], tj. L{(G)=N(M).
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Priklad prevodu automatu na gramatiku

8(a,x,A) > {(q,,B..B™)} ... Ap > X[,B'g] .. [ B™]
Pfiklad: L = {0"1" | n>0}
Automat Gramatika
S- 2, | £,
3(p,A.Z) = {(p,A)} olp > A
8(p,0,2) = {(p,A)} LA,
Z —0 A
3(p,0,A) = {(p,AA)} ﬁﬁ?*ﬁ*rl-"-pAcrqu-
pAq D 0 ASTAG 0 A A
8(p,1,A) = {(q,A)} A -1
8(q51!A) = {(q!}")} qu - 1

S=> Z =0 A =>00pAqqu=>001 A = 0011

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Deterministické zasobnikové automaty

Jak je to s nedeterminismem zasobnikovych automata?
— Je nutny!

— Pro rozpoznani wwR potiebujeme nedeterministicky
uhadnout stred.

Kde je skryt nedeterminismus zasobnikového automatu?
— mnozina moznych prechodli
— opracovani zasobniku bez ¢teni vstupu (A-prechod)

Definice: Rikame, ze zdsobnikovy automat
M=(Q,X,Y,8,q9,,Z,,F), je deterministicky, jestlize plati:

— VpeQ, YaeXU{A}, VZeY |6(p,a,Z)|<1
— VpeQ, VZeY ( 8(p,\,Z)2d = VaeX §(p,a,Z)=J)

Kazdy krok vypoc¢tu je presné uréen.
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Priklady zasobnikovych automatu

Deterministicky zasobnikovy automat (prazdny zasobnik)
L = {0"1" | n>0}

d(p,0,Z) = {(p,A)} ... Ete prvni symbol 0

d(p,0,A) = {(p,AA)} ... ¢te dalsSi symboly 0

o(p,1,A) = {(q,A)} ... ¢te prvni symbol 1

6(q,1,A) = {(q,A)} ... ¢te dalSi symboly 1

(Klasicky) zasobnikovy automat (prazdny zasobnik)

L = {wwR | we{0,1}* }
8(p,0,X) = {(p,NX)} ... €te 0 v prvni pulce (uschovava na zasobniku)
d(p,1,X) = {(p,JX)} ... ¢Ete 1 v prvni pulce (uschovava na zasobniku)
3(p,MX) = {(q,X)} ... preklopeni do druhé pulky (nedeterminismus)

Xe{Z,N,J}

5(q,0,N) = {(q,\)} ... ¢te 0 symetricky v druhé puice
8(q,1,J) ={(q,A)} ... ¢te 1 symetricky v druhé puice
o3(q,A,Z) ={(q,A)} ... ukoncCuje vypocet (neni nedeterminismus)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Deterministické a bezprefixové jazyky

Jiz ,,vime“, ze determinismus je u ZA slabsi nez
nedeterminismus (wwR).

Jak je to s pfrijimanim slov?

Deterministické bezkontextové jazyky jsou jazyky
rozpoznavané DZA koncovym stavem.
Tvrzeni: Regularni jazyk je deterministicky BKJ.
Zasobnik nemusime vyuzivat.

Bezprefixové bezkontextoveé jazyky jsou jazyky
rozpoznavané DZA prazdnym zasobnikem.
Pozorovani: M je DZA, ueN(M) = VweX* uwgN(M)
Jakmile jednou vyprazdnime zasobnik (po precteni u, které je
prijato), nemuize vypocet pokrac¢ovat (Ctenim w).
Tvrzeni: Bezprefixovy BKJ je deterministicky BKJ.
Prevod nepridava nedeterminismus.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Koncové stavy vs. prazdny zasobnik

Je také kazdy deterministicky jazyk bezprefixovy?
NE!

Z vlastnosti M je DZA, ueN(M) = YweX* uwgN(M) snadno
sestrojime prislusny jazyk.
Potrebujeme:
zakladni deterministicky jazyk, ktery
obsahuje slovo, jez je prefixem jiného pfijimaného slova

Napriklad {0"1™ |0<n<m} (udélame DZA, q; je koncovy stav).
d(p,0,Z) = {(p,AZ)} ... ¢Ete prvni symbol 0
d(p,0,A) = {(p,AA)} ... ¢te dalSi symboly 0
o(p,1,A) ={(q,r)} ... €te prvni symbol 1
o(q,1,A) = {(q,A)} ... ¢te dalSi symboly 1
o(a,A,Z) = {(dg,Z)} ... nyni se poc€et 0 a 1 vyrovnal

o(qg,1,Z) = {(qg,Z)} ... dale éteme jen 1
to uz ,prazdny zasobnik“ nemuze

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Jak na bezprefixové jazyky?

Jak se od deterministického jazyka dostaneme k bezprefixovému?
Co nam vadi?
po precteni prefixu, ktery patfi do jazyka, mame prazdny zasobnik.
Reseni:
pridame specialni znak na konec slova (az po prec¢teni tohoto znaku
vyprazdnime zasobnik)

Necht’' LcX* je deterministicky jazyk a #¢X, potom L# je bezprefixovy
jazyk.

# opravi nedeterministické A -kroky pfi prevodu automatt
Priklad: {0"™# |0<n<m}

o(p,0,Z) = {(p,AZ)} ... Cte prvni symbol 0

o(p,0,A) = {(p,AA)} ... Cte dalsi symboly 0

o(p,1,A) = {(q,A)} ... Gte prvni symbol 1

6(q,1,A) = {(q,A)} ... Cte dalSi symboly 1

o(d,A,Z) = {(dok,2)} ... hyni se poc€et 0 a 1 vyrovnal
d(doks1,Z) = {(dok,Z)} ... dale éteme jen 1

d(dok> #,Z) = {(dok> A)} ... ha konci vyprazdnime zasobnik

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Jazyky a automaty - prehled

REGULARNI JAZYKY
koneény automat

| BEZPREFIXOVE BK JAZYKY
deterministicky zasobnikovy automat
prijimani prazdnym zasobnikem

| DETERMINISTICKE BK JAZYKY
deterministicky zasobnikovy automat
prijimani koncovym stavem

BEZKONTEXTOVE JAZYKY
zasobnikovy automat

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Greibachové normalni forma

Co nam vadi pri analyza slova?
Nevime, jaké pravidlo vybrat!
Specialné vadi pravidla tvaru A—>Au (leva rekurze).

Definice: Rikame, Ze gramatika je v Greibachové normalni
formé (tvaru), jestlize vsechna pravidla maji tvar:
A — au, kde aeVy, ueV*,.

K ¢emu je tento tvar dobry?

Srovnanim terminalu na pravé strané pravidel a é¢teného symbolu
muizeme zjistit, jaké pravidlo pouzit,
pokud je ovSsem takové pravidlo jediné.

Véta: Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje
bezkontextova gramatika G v Greibachové normalni
forme takova, ze L(G) = L - {A}.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Spojeni pravidel a odstranéni levé rekurze

Lemma (spojeni pravidel):
Necht’' A—>uBv je pravidlo gramatiky G a Bow,, ..., Bow, jsou
vSechna pravidla pro B. Potom nahrazenim pravidla A—>uBv pravidly

A—-uw,yv, ..., A>uw,v dostaneme ekvivalentni gramatiku.
Dukaz: A = uBv =* u‘Bv = u‘w,v v ptivodni gramatice
A = uw,v =* u‘wv v nové gramatice

Lemma (odstranéni levé rekurze):
Necht’' A—>Au,, ..., A>Au, jsou vSechna levé rekurzivni pravidla
gramatiky G pro Aa A-v,, ..., A>v,  jsou vSechna ostatni pravidla
pro A. Potom nahrazenim vSech téchto pravidel pravidly:
1) A—v;, A->vZ, Z-u;, Z->uZ, nebo
2) A>vZ, Z>ul, Z— A
(Z je novy neterminal) dostaneme ekvivalentni gramatiku.

Dukaz: A= Ay = .2 AU S VUL (G)
A= VvZ=viuZ= .. S VULl 2= Vil U (1)
Aosvilovu = ..oV .0 25 VU, (2)

1 | In | I

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Prevod na Greibachové NF

Véta: Libovolnou bezkontextovou gramatiku lze prevést na
gramatiku v Greibachové normalni forme.

Dukaz:

spojovani pravidel a odstranovani levé rekurze
1) neterminaly libovolné o€islujeme {A,,..., A}
2) povolime rekurzivni pravidla pouze tvaru A,—>A;u, kde i<j
postupnou iteraci od 1 do n
A—~Au pro j<i odstranime spojovanim pravidel
pro j=i odstranime levou rekurzi
ziskame pravidla tvaru A—Au (i<j), A—au (aeVy), Z—u
3) pravidla s A; (puivodni neterminaly) pouze tvaru A,—au
postupnym spojovani pravidel od n do 1 (pro n jiz plati)
4) pravidla s Z;, (nové neterminaly) pouze tvaru Z—au
zadné pravidlo Z; pro nezacina vpravo Z,
bud’ je v pozadovaném tvaru nebo se spoji z pravidlem A,—au
5) odstranéni terminalt uvnitr pravidel

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Priklad prevodu na Greibachové NF

Pavodni gramatika Odstranéni levé rekurze
E->E+T|T E—>T|TE
T>TF|F B> +T | +TE'
F—>(E)|a T->F|FT

T > *F | *FT*

F—>(E)|a

(temér) Greibachove normalni forma
E—->(E)|a]|(E)T'|aT‘| (E)E‘| aE‘| (E)T'E* | aT‘E"
E‘'—> +T | +TE"

T—o>(E)|a]|(E)T*|aT*

T > *F | *FT"

F—>(E)|a

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Chomského normalni forma

Podivejme se nyni na derivaéni stromy.
Jak odhadnout vysku stromu podle délky slova?

Definice: Rikame, ze gramatika je v Chomského normalni
formé (tvaru), jestlize vSechna pravidla maji tvar:
X —> YZ nebo X — a, kde aeVq, X,Y,ZeV,,.

K ¢emu je tento tvar dobry?
Derivacni strom je (skoro) binarni.
Je-li maximalni cesta délky k, potom terminalni slovo < 2k-1,
Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

Véta: Ka kazdému bezkontextovému jazyku L existuje
bezkontextova gramatika G v Chomského normalni
formeé takova, ze L(G) = L - {A}.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Prevod na Chomského NF

Povoleno pouze X - YZ nebo X — a, kde aeV, X,Y,ZeV,,.
Vime:

pravidla A-B lze odstranit (viz regularni gramatiky)

pravidla A-A lze odstranit (maximalné prijdeme o A)
Dale:

pravidla tvaru X — a, kde aeV; jsou v poradku

zbyvaji pravidla tvaru X —» B,... B, k=2, B,eV UV,

vytvofime pravidlo X — C,... C,, kde:

C, =B, je-li B;eVy
=B je-li B,eV; (B, je novy neterminal)
+ pfidame pravidla B, - B;
pravidlo X —» C,... C,, k>3 nahradime pravidly:

X-»c¢c,b,Db,—»C,D,...,D.,—CC,
D; jsou nové neterminaly

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad prevodu na Chomského NF

Pavodni gramatika
A—>B|C

B —> 0B1]01
C—->DJ|E
D—->1D0 |1
E—>OE|O

Po odstranéni X - 'Y
A—>0B1|01|1D0|1|O0E|O
B - 0B1]| 01

_C - 1D0H4HBETT
D—->1DO0 |1

E—->OE]|O

Po nahrazeni terminalu
A—>NBJ|NJ|JDN|1|NE]|O
B —» NBJ | NJ

D—> JDN|1

E—->NE|O

N->O

J—o1

Chomského normalni forma
A—->NA,INJ|JA,|1|NE|O
A,—> BJ

A, -> DN

B > NB,; | NJ

B, > BJ

D—>JD, |1

D, > DN '
E—->NE]|O

N->O

J—o>1

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Pumping lemma pro bezkontexové jazyky

Lemma o vkladani: Necht’ L je bezkontextovy jazyk.
Potom existuji prirozena Cisla p, q takova, ze kazdé
slovo zel, |z|>p Ize psat ve tvaru z =uvwxy a plati:

1) [vwx|<q (pumpovaci €ast neni moc dlouha)
2) bud’ v #A nebo x#A (lze psat vx#A )
3) Vi>0 uviwx'yelL

Idea dukazu:
vezmeme derivaéni strom pro slovo z

v derivaénim stromu najdeme nejdelsi cestu

A
na této cesté najdeme dva stejné neterminaly
A tyto neterminaly uréi dva podstromy
podstromy definuji rozklad slova
u v X y
//\\ nyni mizeme vétsi podstrom posunout (i>1)
\" w X

A nebo nahradit mensSim podstromem (i=0)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Dikaz lemma o vkladani pro BKJ

|z|>p : z =uvwxy, |[vwx|<q, vx#A, Vi>0 uviwxlyel

vezmeme gramatiku v Chomského NF (slova A nevadi)
|[VnI=k, polozme p = 2k1, q = 2k
|z| > 2k1, v libovolném derivaénim stromu je cesta délky >k
na této (nejdelSi) cesté musi lezet dva stejné neterminaly a terminal ¢t
vezmeme dvojici A1, A2 nejblize k t (urCuje podstromy T' a T?)
cesta z A' do tje nejdelSi v podstromu T' a ma délku maximalné k+1
tedy slovo dané stromem T' neni delSi nez 2k (Jvwx|<q))
z A' vedou dvé cesty (ChNF), jedna do T? druha do zbytku vx
ChNF je nevypoustéjici, tedy vx#A
derivace slova (A!' =* vA2x, A2 =* w)
S =* uAly =* uvA2xy =* uvwxy
posuneme-li A2 do A (i=0)
S =* uA?%y =* uwy
posuneme-li A" do A2 (i=2,...)
S =* uAly =* uvAlxy =* uvvA2xxy =* uvvwxxy

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Pouziti lemma o vkladani

Jak ukazat, ze dany jazyk neni bezkontextovy?
Priklad 1: L = {a"b"c" | n>1} neni bezkontextovy jazyk
sporem
zvolme k=max(p,q), potom |akbkck|>p
pumpovaci slovo neni delSi nez q
tj. vzdy Ize pumpovat maximalné dva rizné symboly
porusi se rovnost po¢tu symbold - SPOR

Priklad 2: L = {a'bick | 0<i < j < k} neni bezkontextovy jazyk
sporem
zvolme n=max(p,q), potom |[a"b"c"|>p
pumpovaci slovo neni delSi nez q
tj. vzdy Ize pumpovat maximalné dva riizné symboly
pokud pumpujeme a (pfipadné b), pumpujeme nahoru
pokud pumpujeme c (pripadné b), pumpujeme dolu
potom i>k (aT, c!) nebo j>k (bT, c{) nebo i>j (aT, b)) - SPOR

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Kdy lemma o vkladani nezabere

Pozor! Lemma o vkladani je pouze implikace!

BKJ = lze pumpovat (nutna podminka bezkontextovosti)
nejedna se o podminku postacujici

Priklad:
L = {a'bickd' | i=0 v j=k=I} neni bezkontextovy jazyk
presto lze pumpovat
i=0: bickd! lze pumpovat v libovolném pismenu
i>0: alb"c"d" Ize pumpovat v ¢asti obsahujici a

Jak na to?

— zobecnéni pumping lemmatu (Ogdenovo lemma)
pumpovani vyznac¢enych symboli
— uzaverove vlastnosti

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




AlgOI"ithS CYK (Cocke, Younger, Kasami)

Jak zjistime prislusnost slova a,a,...a, do BKJ?
vezmeme gramatiku v ChNF
a podle ni vyplnime nasledujici tabulku (dynamické programovani)
— myslenka: X;; ={A | A =" aa;;4...a}}
— zacneme: X;; ={A| (A — a) € P}
— pokracujeme: X;; = {A | 3k:i<k<j BeX;, A CeXy.q;A (A —> BC)eP}
— pokud S € X, ,,, potom a,a,...a, patfi do jazyka

S AB|BC
X5 A—>BA|a
@ Xas - {S,A,C} C—>AB]|a
Xz X5 X5 - {B} {B}
Xiz Xz Xsg  Xys {S,A} {B} ({S.C} {S\A}
X1 Xy Xgz Xy Xss {B} {AC} {AC} {B} {AC}
a, a, a, a, a; b a a b a

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Nekonecénost bezkontextovych jazyku

Pro kazdy BKJ L existuji pfirozena cisla m, n takova, ze:
L je nekonecny < Jzel m<|z|<n.

Dukaz:
z lemmatu o vkladani mame p a q, polozme: m = p, n = p+q

="

p<|z|, tedy z Ize pumpovat = jazyk je nekone¢ny

="

jazyk je nekoneény = Jzel p=m < |z|

vezmeme nejkratsi takové z a potom |z| < n=p+q

sporem: necht’ p+q < |z|, Ize pumpovat dolu, tj. |z‘| < |z]
odstranujeme ¢ast o max. velikosti q, tedy p < |z‘| - SPOR

Rychlejsi algoritmus:
vezmeme redukovanou gramatiku G v ChNF tz. L=L(G)
udélame orientovany graf
vrcholy = neterminaly, hrany = {(A,B), (A,C) pro (A—>BC) € P(G)}
hledame orientovany cyklus (existuje = jazyk je nekonecny)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Jak charakterizovat bezkontextové jazyky?

[ cCtenéslovo | Pokud do zasobniku pouze pfidavame
% /] potom si staci pamatovat posledni symbol.
ridici
jednotka Staci kone€éna pamét’ » kone€ny automat.

Potirebujeme ze zasobniku také odebirat (€teni symbolu)!
Takovy proces nelze zaznamenat v konec¢né strukture.
Pridavani a odebirani ale neni zcela libovolné
jedna se o zasobnik tj. LIFO (last-in first-out) strukturu

Roztahnéme si vypocet se zasobnikem do linearni struktury .
X -symbol pridan do zasobniku o v
X1 - symbol odebran se zasobniku e ‘/

Pridavany a odebirany symbol
tvofri par, ktery se v celé posl
chova jako zavorka!

Z1'BAA'CC'B"

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Dyckovy jazyky

Dyckuyv jazyk D, je definovan nad abecedou
Z ={a;a‘y,...,a,a‘ } nasledujici gramatikou:
S—>A|SS|a;Sa,y|...|a,Sa’,.

Uvodni poznémky:
— Jedna se zifejmé o jazyk bezkontextovy.
— Dyckuv jazyk D, popisuje spravné uzavorkované vyrazy
s n druhy zavorek.
— Timto jazykem lze popisovat vypocty libovolného
zasobnikového automatu.

— Pomoci Dyckova jazyka lze popsat libovolny bezkontextovy
jazyk.

Regularni jazyk
popisuje vSechny kroky vypoctu

L = h(DAR)

Dyckuiv jazyk
vybira pouze korektni vypocty

Homomorfismus

Cisti pomocné symboly
Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Dyckovy jazyky a bezkontextové jazyky

Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje regularni jazyk R tak, ze
L=h(DNR) pro vhodny Dyckuv jazyk D a homomorfismus h.

Dukaz:
mame zasobnikovy automat prijimajici L prazdnym zasobnikem
BUNO instrukce tvaru §(q,a,Z)>(p,w), [w|<2
necht’' R* obsahuje vSechny vyrazy
g'aa'Z'BAp pro instrukci §(q,a,Z)>(p,AB)
podobné pro instrukce 6(q,a,Z)>(p,A) a 5(q,a,Z)3(p,\)
je-li a=\, potom dvojici aa! nezafazujeme
definujme R takto Z,q,R*Q""
Dyckiv jazyk je definovan nad abecedou XuX-'uQuU Q1uY U Y-
DN Z,q,R*Q" popisuje korektni vypocty

— ) ) )
{o dodo'aalZ,"BAp p'bb 6'1 qgq'lc C'13'1 r.r

O
homomorfismus h vydéli prec¢tené slovo, {;j.
h(a) =a pro vstupni (étené) symboly
h(y) =A pro ostatni symboly

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Prunik bezkontextovych jazykii

Bezkontextové jazyky nejsou uzaviené na prunik.
Dukaz:

staci najit dva BKJ, jejichz prunik neni BKJ
L, ={a'bici | 0<i,j} {S—> AC,A—>aAb|A,C—>cC]|A}
L, = {a'bici | 0<i,j} {S—> AB,A—>aA |\, B —> bBc|A\}
L, nL, ={a'bic’' | 0< i} neni BKJ (vime z pumping lemmatu)

Pozorovani:
paralelni béh dvou zasobnikovych automat
Fidici jednotky umime spojit (viz kone€né automaty)
¢teni umime spojit (jeden automat muze cekat)
bohuzel dva zasobniky nelze obecné spojit do jednoho
dva zasobniky = Turinguv stroj
= rekurzivné spocetné jazyky

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Prunik bezkontextového a regularniho jazyka

(Deterministické) bezkontextové jazyky jsou uzaviené na
prinik s regularnim jazykem.

Dukaz:

zasobnikovy a kone¢ny automat muzeme spojit
koneény automat A, =(Q,,X,5,,94,F,)
zasobnikovy automat (pfijimani stavem) M, =(Q,,X,Y,d,,9,,Z,F,)
novy automat M = (Q, x Q,, X, Y, §, (d,,9,), Z,, F1 x F,)

((P*,q), u) € 8((p,q),a,Z) prave kdyz

° a#A: p‘e d,(p,a) A (q‘,u)ed,(q,a,Z) ... automaty €tou vstup

« a=\A: (q‘,u) € 8,(q,A,Z) ... ZA méni zasobnik
p‘=p ... KA stoji

ziejmé L(M) = L(A,) ~ L(M,)

paralelni béh automatu

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Pouziti uzavienosti pruniku BKJ a RJ

L = {a'bickd' | i=0 v j=k=I} neni bezkontextovy jazyk
SPOREM:
necht’ L je bezkontextovy jazyk
L, = {ab'cidk | 0< i,j,k} je regularni jazyk
S—»aB, B-obB|C, C—>cC|D, D>dD]|A
L n L, = {abic'd’'| 0< i} neni bezkontextovy jazyk - SPOR

L je kontextovy jazyk

S > B‘|aA

B‘— bB‘| C‘, C‘— cC‘|D‘, D‘— dD‘|A

A—>aA|P

P - bPCD | A

DC - CD {DC - XC, XC — XY, XY —> CY, CY =5 CD}

bC —» bc, cC —» cc,cD » cd, dD — dd

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Sjednoceni a doplnék BKJ

Bezkontextové jazyky jsou uzavirené na sjednoceni.
pouzijeme gramatiky (pro ZA nedeterministicky rozeskok na startu)
Li=L(G,) Gy =(Vni,V11,54,P9)

L=L(G;) G, = (VN2 V12:52P2)
muzeme predpokladat, ze V, NV, = G (jinak pfejmenuj)
udélame gramatiku:

G= (VN U VNV {S} Vi1 U VS, PiUP, U{S - S| Sy}
ziejmé L(G) = L(G,) U L(G,)

»pocita® jedna nebo druha gramatika

Bezkontextové jazyky nejsou uzaviené na doplnék.
sporem podle de Morganovych pravidel
Linky=-(-L;u-Ly)
bezkontextové jazyky nejsou uzaviené na prunik - SPOR
v ZA nestaci prohodit koncové a nekoncové stavy!

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Zrcadlovy obraz, zretézeni a iterace

Bezkontextové jazyky jsou uzaviené na zrcadlovy obraz,
zretézeni, iteraci a pozitivni iteraci.

1) zrcadlovy obraz LR = {wR | wel}
G: X —» wR (obratime pravou stranu pravidel)
ZA: slova do zasobniku davame ,,opaéné*

2) zretézeni L, . L,
G: S > §,S, (nejprve generujeme prvni slovo, potom druhé)
ZA: nejprve bézi prvni automat, potom druhy

3) iterace L* = U, L'
G: S* —» SS* | A (opakované spoustime generovani slov z jazyka)
ZA: na konci vypoctu mizeme restartovat + prazdné slovo

4) pozitivni iterace L* = u,,, L!
G: S* —» SS* | S (opakované spoustime generovani slov z jazyka)
ZA: na konci vypoc¢tu mizeme restartovat

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Substituce a homomorfismus

Substituce o prevadi slova na jazyky

o(A) ={A}, o(x) = jazyk

o(uv) = o(u). o(v) c: X* - P(Y®)

o(L) = Uy o(W)

Trida T jazyku je uzaviena na substituci, kdyz:

VaeXo(a)eTA LeT=o(L)eT

Homomorfismus prevadi slova na slova

h(A) = A, h(x) =slovo

h(uv) = h(u) . h(v) h: X* > Y*

h(L) = {h(w) | wel}

Inverzni homomorfismus prevadi slova zpét
h1(L) = {w | h(w)eL}

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Uzavienost BKJ na substituci

Bezkontextové jazyky jsou uzavreny na substituci.
intuitivné: listy v derivaénim stromu generuji dalSi stromy
formaineé:

mame bezkontextovy jazyk L, tj. gramatiku G, = (Vy,V10:5¢:Po)s
pro kazdy terminal a; z V;,, o(a;) je bezkontextovy jazyk - gramatika G;
predpokladejme, ze mnoziny neterminall jsou navzajem disjunktni

a ze zadny terminal neni v jiné gramatice neterminalem
definujme G = (U;5oVnis Vis1VTir Sos P), kde

P =u;,.P;u P‘aP’=P,, kde kazdy terminal a; je nahrazen S,
ziejmé: L(G) = o(L,)

Priklad:
L, = {abi | 0<i<j} S, - aSyb | Syb | A
s(a)=L,={cidi [0<i} S, —>cS,d]|Ar
a(b) = L, = {c' | 0<i} S, > ¢S, | A
o(L,): Sy, = S:5,5,15,S, |1, S;—>cS,d|A, S,—>cS, A

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na homomorfismus:
primy dusledek predchozi véty (terminal nahradime slovem)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Inverzni homomorfismus

Bezkontextové jazyky jsou uzavieny na inverzni homomorfismus.

h-1(L) = { w | h(w)eL} - mame zasobnikovy automat M pro L a ¢teme w
idea:

— preéteme pismeno x a do vnitiniho bufferu dame h(x)

— simulujeme vypocet M, kdy vstup bereme z bufferu

— po vyprazdnéni bufferu nacteme dalsi pismeno ze vstupu

— slovo je prijato, kdyz je buffer prazdny a M je v koncovém stavu

formalné:
buffer je koneény, mizeme ho tedy modelovat ve stavu
pro L mame M = (Q,X,Y,5,94,Z,,F) (pfijimani koncovym stavem)

h: A* > X*
definujme M* = (Q%, A, Y, 8°,[qq,A], Zy, Fx{A}), kde
Q‘ ={[q,u] | qeQ, ueX*, JacA IveX* h(a)=vu}, u je buffer
6([q,ul, A, Z) = {([p,uly) [ (p)v) € 8(q, A, Z) }
v {([p,v],Y) | (p,y) € 6(q, b, Z)} ... u=bv (cte buffer)
o‘([q, A], a, Z) = {([q,h(a)], Z) } ... naplnuje buffer

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Kvocienty s regularnim jazykem

Bezkontextové jazyky jsou uzavrené na levy (pravy)
kvocient s regularnim jazykem.

R\L ={w|3JueR uwelL}, LIR={u|3weR uwel}

idea:
— ZA bézi na prazdno (necte vstup) paralelné s KA
— je-li KA v koncovém stavu, mizeme zacit Cist vstup

formalne:
koneény automat A, = (Q,,X, 6 ,,9,,F4)
zasobnikovy automat M, = (Q,,X,Y,3,,d,,Z,,F,) (pfijimani koncovym stavem)
definujme novy automat M = (Q%, X, Y, 9, (q4,d,), Z,, F,), kde
Q'=(QxQ,)uU Q, (dvojice stav(l pro paralelni béh ZA a KA)
8‘((p,a); A, Z) = {((p’,q’),u) | JaeX p’ed4(p, a) A (q’,u)€d,(q, a, Z)}
U {((p,q);u) | (d’,u) € 85(q, 2, Z) }
U {(a,2) | peF,}
6‘(q, a, Z) =3,(q, a, Z) aeX U{\}, qeQ,
ziejmé L(M) = L(A,)\L(M,)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Uzavéroveé viastnosti deterministickych BKJ

Rozumné programovaci jazyky jsou deterministické BKJ.
Deterministické bezkontextové jazyky:

— nejsou uzaviené na prunik,

— jsou uzaviené na prunik s regularnim jazykem,

— jsou uzavrené na inverzni homomorfismus.

Doplnék deterministického BKJ je opét deterministicky BKJ!
»prohodime koncové a nekoncové stavy*“
potize:
* nemusi precist celé vstupni slovo
— krok neni definovan (napr. vyprazdnéni zasobniku)
shadno osetfime ,,podlozkou’ na zasobniku
— cyklus (zasobnik roste, zasobnik pulsuje)
odhalime pomoci ¢itace
* po precteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy
staci si pamatovat, zda prosel koncovym stavem

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Uzaveérové viastnosti DBKJ v praxi

DBKJ nejsou uzaviené na sjednoceni (BKJ ano)!
Priklad:
L = {a'bick | i#j v jzk v izk} je BKJ, ale neni DBKJ
sporem: necht’' L je DBKJ
potom -L (doplnék) je DBKJ
-L N a*b*c* = {a'bick | i=j=k} je DBKJ - SPOR

DBKJ nejsou uzaviené na homomorfismus (BKJ ano)!
Priklad:

L, = {a'bick | i=j} je DBKJ

L, = {a'bick | j=k} je DBKJ

0L, U 1L, je DBKJ, 1L, U 1L, neni DBKJ

polozme h(0)=1

h(x) = x pro ostatni symboly
h(OL, U 1L,) =1L, U 1L,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Uzavérové vilastnosti v kostce

RJ BKJ DBKJ

Sjednoceni ‘/ \/ %
Prinik ‘/ x x
Prinik s RJ ‘/ \/ ‘/
Doplnék ‘/ % ‘/
Substituce/

hcl)jmso:nl:)c:'?ismus \/ \/ x

I .

hnc:,::;)zrrr‘llorfismus \/ \/ \/

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Chomského hierarchie

‘>~ gramatiky typu 1 (kontextove jazyky L,)

gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky L,)
pravidla v obecné formé

pouze pravidla ve tvaru aXp — awp,
XeVy, a,Be(Vy v Vq)*, we(Vy u Vq)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S —» A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky L,)

pouze pravidla ve tvaru X—»w, XeV,, we(Vy U V;)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky ()
pouze pravidla ve tvaru X—»>wY, X—»>w, X, YeV, weV;*

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Kontextové gramatiky

pouze pravidla ve tvaru aXp — awj,
XeVy, a,pe(Vy U Vq)*, we(Vy L Vq)?

jedinou vyjimkou je pravidlo S — A, potom se ale S

nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
Poznamky:

— neterminal X se prepisuje na w pouze v kontextu a a

— pravidlo S — A slouzi pouze pro pridani A do jazyka
Priklad:

L = {a"b"c" | n>1} je kontextovy jazyk (neni BKJ)

S - aSBC | abC

CB »>BC pozor, neni kontextové pravidio!

bB — bb

bC — bc

cC > cc

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Separované gramatiky

Gramatika je separovana, pokud obsahuje pouze pravidla
tvaru a — f3, kde:
bud’ a,peV* (neprazdné posloupnosti neterminalu)
nebo aeVy a eV U{A}.

Lemma: Ke kazdé gramatice G lze sestrojit ekvivalentni
separovanou gramatiku G°.

Dukaz:
necht’' G = (V,V+,S,P)
pro kazdy terminal xeV; zavedeme novy neterminal X*

v pravidlech z P nahradime terminaly odpovidajicimi
neterminaly a pridame pravidla X‘— x

G'=(Vyu VL, VL, S,P U {X'>x | xeV;})

zirejmé L(G) = L(G’)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Od monotonie ke kontextovosti

Gramatika je monotonni (nevypoustéjici), jestlize pro
kazdé pravidlo (u — v) € P plati |u|<|v].
Monoténni gramatiky slovo v prabéhu generovani nezkracuiji.

Véta: Ke kazdé monoténni gramatice lze nalézt
ekvivalentni gramatika kontextovou.

Dukaz:

nejprve prevedeme gramatiku na separovanou

tim se monotonie neporusi (+ pravidla X—>x jsou kontextova)
zbyvaiji pravidla A,...A, > B,...B, (kde m<n)
prevedeme na kontextova pravidla s novymi neterminaly C

AA,..A, - CA,...A,
CA,..A, —C,C,..A,,
c,..C,.A, —C,...C,.C,
C,...C, - B,...C,,
B,C,... C,, - B,B,...C,,

B,..B..C, —B,..B_.B...B,

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Priklad kontextového jazyka

L = {a'bick | 1<i <j < k} je kontextovy jazyk (neni BKJ)

S —» aSBC | aBC generovani symboli a

B - BBC mnozeni symbolu B
C—->CC mnozeni symbolu C

CB - BC usporadani symboli B a C
aB —» ab Zacatek prepisu B na b

bB — bb pokrac¢ovani prepisu B na b
bC — bc zacatek prepisu C na ¢

cC > cc pokrac¢ovani prepisu C na c

CB — BC neni kontextové pravidlo, nahradime ho:
CB —» XB, XB — XY, XY —» BY, BY - BC

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Chomského hierarchie

ﬂlﬁ? gramatiky typu 0 (rekurzivné spocetné jazyky )
pravidla v obecné formé

gramatiky typu 1 (kontextové jazyky L,)
pouze pravidla ve tvaru aXp — awp,
XeVy, a,pe(Vy v Vo)*, we(Vy v Vo)*
jedinou vyjimkou je pravidlo S —» A, potom se ale S
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla
gramatiky typu 2 (bezkontextové jazyky L,)

pouze pravidla ve tvaru X—»w, XeV,, we(Vy U V;)*

gramatiky typu 3 (regularni/pravé linearni jazyky ()
pouze pravidla ve tvaru X—»>wY, X—»>w, X, YeV, weV;*

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Turingovy stroje - historie a motivace

1931 - 1936 pokusy o formalizaci pojmu algoritmu
Godel, Kleene, Church, Turing
Turinguyv stroj

zachyceni prace matematika

— (nekonec€na) tabule
Ize z ni Cist a Ize na ni psat
— mozek (fidici jednotka)

Formalizace TS:
— misto tabule oboustranné nekonec¢na paska
— misto kridy ¢teci a zapisovaci hlava, kterou lze posouvat
— misto mozku koneéna ridici jednotka (jako u ZA)

Dalsi formalizace:
— A-kalkul, éastec¢né rekurzivni funkce, RAM

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Definice Turingova stroje

Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,5,q,,F), kde
Q - neprazdna kone¢na mnozina stavu
X - neprazdna kone€na mnozina symbolu
obsahuje symbol ¢ pro prazdné policko
6 - prechodova funkce 6 : (Q-F)xX— QxXx {-1,0,1}
popisuje zménu stavu, zapis na pasku a posun hlavy

g, € Q - pocatecni stav

F — Q - mnozina koncovych stavu

1) vypocet zacina ve stavu q,

| _paska |
fidici
jednotka

2) v kazdém taktu dojde

* ke zméné stavu
* k prepisu policka na pasce
* k posunu hlavy

3) vypocet konéi, kdyz neni definovana

zadna instrukce
(specialné plati pro koncové stavy)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Turingovy stroje - konfigurace a modifikace

Konfigurace Turingova stroje je souhrn udaji presné
popisujici stav vypoctu. Obsahuje:
— nejmensi souvislou ¢ast pasky, ktera obsahuje

« vS§echny neprazdné bunky
¢ €tenou bunku

— vnitfni stav

— polohu étené bunky (hlavy)

TS postupné prepracovava
konfigurace.

Modifikace Turingova stroje:
vice pasek, vice hlav
jednostranna paska
omezené ¢innosti v taktu

dva zasobniky

obvykly zapis: uqv

omezeny pocet stavli, omezena abeceda

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Priklad Turingova stroje

Navrhnéte Turinglv stroj prevadéjici konfiguraci q,w na qgwR,

kde we{a,,...,a,}* (tj. obraceni slova).

dg:€ = dg:€,0
do:d; > q;,a‘,+1
qo’a‘i - qR’a‘i’+1
qi,r’aj - qi,r’aj’+1
di€ qi,W!S"1
qi,r’a‘j - qi,w’a‘j"1
q; w»a; —> ;12,1
qQiwsa’i = drsa‘y+H1
q;;,a; = g »a;,-1
q;,a‘; = qg,a‘,+1
dr,a‘j > Qg,a‘;+1
dr;€ 2 qC!g"1
dc,a‘; — dc,a;,-1
dcs € = O &,+1

prazdné slovo

precte pismeno, pamatuje si ve stavu
konec (slovo sudé délky)

bézi doprava

na konci se otoci

”

vymeéni pismena

konec (slovo liché délky)

a bézi zpét (doleva)

na zarazce ulozi pismeno a za¢ne znova
bézi doprava

na konci se oto€i

pri béhu doleva rusi oznaceni

slovo je obraceno

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Vypocet Turingova stroje

Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,3,q,,F)
— prazdné poli¢ko ¢
: . u v
Konfigurace TS popisuje e~
aktualni stav vypoctu - uqv. el lclal] | [ [ e

oo

Krok vypoctu (pfima zména konfigurace): uqv |— wpz
v=av‘, w=u, z=bv*
v=av‘, w=ub, z=v* g,a = p,b,+1
v=av‘, u=wc, z=cbv‘ q,a - p,b,-1
Poznamky:

 technicky je potreba oSetfit pripady, kdy v=A nebo u=A
* s uavlze pracovat jako se dvéma zasobniky

Vypocet je posloupnost primych kroku uqv |—-wpz

g,a - p,b,0

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Turingovy stroje a jazyky

Slovo w je pfijimano Turingovym strojem T, pokud
qoW |—* upv, peF

nékdy je na konci vypoc€tu vyzadovano smazani pasky (q,w |—* Apg)

Jazyk pfrijimany Turingovym strojem T
L(T) = {w | we(X-{e})* A qow |—" upv, peF}.

Jazyk L nazveme rekurzivné spocetnym, pokud je prijiman
neéjakym Turingovym strojem T (L=L(T)).

Pfiklad: {a?"}

dg:€ — qp€,0 prazdné slovo (konec vypogétu)
g2 — qq,a,+1 zvétsi citac (2k+1 symboltl)
d,a — qgpa,*+1 nuluje cita¢ (2k symbold)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Od Turingova stroje ke gramatice

Kazdy rekurzivné spocetny jazyk je typu 0.
Dukaz:
pro Turingtliv stroj T najdeme gramatiku G tak, ze L(T)=L(G)
— gramatika nejdfrive vygeneruje pasku stroje + kopii slova
— potom simuluje vypocet (stavy jsou soucasti slova)
— v koncovém stavu smazeme pasku, nechame pouze kopii slova

weg"wRq, g" (e" predstavuji volny prostor pro vypocet)
) S->DQE
D > xD X | E generuje slovo a jeho reverzni kopii pro vypocet
E—>¢E|¢ generuje volny prostor pro vypocet
) XPY>X'QY pro 3(p,x)=(q,x",0)
XPY->QX'Y pro 3(p,x)=(q,x’,+1)
XPY->X'YQ pro 3(p,x)=(q,x,-1)
i) P->C pro peF
CA->C mazani pasky
AC—->C mazani pasky
C—oA konec vypoctu Automaty a gramatiky; Roman Bartak




Od Turingova stroje ke gramatice - pokracovani

Jesté L(T) =L(G)?

wel(T)
existuje koneény vypocet stroje T (konec¢ny prostor)
gramatika vygeneruje dostate¢né velky prostor pro vypocet
simulujeme vypocet a smazeme dvojniky

wel (G)
pravidla v derivaci nemusi byt v poradi, jakém chceme
derivaci mizeme preusporadat tak, ze poradi je I, Il, lll
podtrzené symboly smazany, tj. vygenerovan koncovy stav

) S—>Dq
Priklad: p>aDale
3(00se) = (ap,5,0) 20y > C

5(0loxa) =(cy,a,+1) 2% > 8
5(a4,a) = (qq,a,+1 2%~ s
(a4,a) = (o ) Gramatika po zjednoduseni (_:C:_) qu =

C—-oA\

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Od gramatik k Turingové stroji

Kazdy jazyk typu 0 je rekurzivné spocetny.
Dukaz (neformalné):
idea: Turinglv stroj postupné generuje vSechny derivace

derivaci S = w,; = ... > w,=w kédujeme jako slovo #S#w. #...#w#
TS postupné generuje vSechna slova #S# w,#...#w #

pokud w_ =w, vypocet kon¢i

jinak, TS generuje dalsSi derivaci
— umime udélat TS, ktery prijima slova #u#v#, kde u=v
— umime udélat TS, ktery pfijima slova #w. #...#w,#, kde w,=*w,
— umime udélat TS postupné generujici vSechna slova

— stroje spojime do ,,while* cyklu
Slovo tvori Derivv'ace
derivaci?2 konci w?
ne

ne

Generuj (dalsi) slovo

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Nedeterministické Turingovy stroje

Nedeterministickym Turingovym strojem nazyvame pétici T=(Q,X,5,q,,F),
kde Q,X,q,,F jsou jako u TS a § : (Q-F)xX— P(QxXx {-1,0,1}).

Slovo w je pfijimano nedeterministickym Turingovym strojem T, pokud
existuje néjaky vypocet q,w |—* upv, peF.
Tvrzeni: N Turingovy stroje prijimaji pravé rekurzivné spoc€etné jazyky.
Dikaz (neformalné):
Ukazeme, ze vypoéty NTS Ize modelovat pomoci TS.
Pozor! Nelze pouzit podmnozinovou konstrukci (kvuli pasce)!
TS modeluje vsechny vypocty NTS prohledavanim do sirky

* Na pasce mizeme mit vSechny
konfigurace v hloubce k (paska je
nekoneéna), nebo

* mlUzeme generovat ,,popis‘
vypoétu (posloupnost pravidel) a
vzdy k nému dopocitat vyslednou
konfiguraci

-
<max [3(q,x)|

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Linearné omezené automaty

Jesté potrebujeme ekvivalent pro kontextové gramatiky.

Pripomenme, ze kontextovou gramatiku dostaneme
z libovolné monoténni gramatiky

Linearné omezeny automat (LOA) je nedeterministicky TS,
kde na pasce je oznacen levy a pravy konec (|, r).
Tyto symboly nelze pfi vypoctu prepsat a nesmi se jit
nalevo od | a napravo od r.

Slovo w je prijimano linearné omezenym automatem, pokud
qolwr " upv, peF.

Prostor vypoctu je definovan vstupnim slovem a automat
pri jeho prijimani nesmi prekrogit jeho délku

u monoténnich (kontextovych) derivaci to neni problém:
zadné slovo v derivaci neni delSi nez vystupni slovo

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Od kontextovych jazyka k LOA

Kazdy kontextovy jazyk lze prijimat pomoci LOA.
Dukaz:
derivaci gramatiky budeme simulovat pomoci LOA
pouzijeme pasku se dvéma stopami (vétsi abeceda)
S | f

1) slovo w dame do horni stopy a na zacatek dolni stopy dame S
2) prepisujeme slovo ve druhé stopé podle pravidel G

2.1) nedeterministicky vybereme ¢ast k prepsani

2.2) provedeme prepsani dle pravidla (prava ¢ast se odsune)

[u o X[B]Vv]

aXp—ayp

[uJ ol y BT vVv]

odsunuti /

3) pokud jsou ve druhé stopé samé terminaly, porovhame ji
s prvni stopou (slovo pfijmeme €i zamitheme)

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Od LOA ke kontextovym jazykim

LOA prijimaji pouze kontextové jazyky.
Dukaz:

potrebujeme prevést LOA na monotdénni gramatiku
tj. gramatika nesmi generovat nic navic!

vypocet ukryjeme do ,,dvoustopych® neterminalii

1) generuj SIOVO ve tvaru (aO![qO!!iaO])!(a1!a1)s---,(an![an![])
stav a okraje musime ukryt to neterminala

w
qO!!’aO an!r

2) simuluj praci LOA ve ,,druhé“ stopé (stejné jako u TS)

3) pokud je stav koncovy, smaz ,,druhou*” stopu

specialné je potreba osetrit prijimani prazdného slova
pokud LOA prijima A, pridame specialni startovaci pravidlo

Automaty a gramatiky, Roman Bartak




Rekurzivni jazyky

Co se stane, kdyz TS nepfrijima néjaké slovo?
a) vypocet skonéi v nekoncovém stavu
b) vypocet nikdy neskongéi
protoze vypocet neskoncil, nevime, zda slovo do jazyka patri
Rikame, ze TS T rozhoduje jazyk L, pokud L=L(T) a pro
kazdé slovo w je vypocet stroje nad w konecny.
Jazyky rozhodnutelné TS nazyvame rekurzivni jazyky.
Véta (Postova): Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz L a
doplnék L jsou rekurzivné spocetné.
Dikaz:
mame Turingovy stroje T, proL aT, pro-L
pro dané slovo w naraz simulujeme vypocet T,i T,
T, a T, rozpoznavaji komplementarni jazyky,
tedy po kone¢ném poctu krokl vime zda welL

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Problém zastaveni TS

Existuje rekurzivné spocetny jazyk, ktery neni rekurzivni?
ANO

Problém zastaveni Turingova stroje (halting problem) je
algoritmicky nerozhodnutelny.

Neexistuje algoritmus, ktery by pro dany kéd TS a dany
vstup rozhodl, zda se TS zastavi.

Dikaz (neformalné):

— vychazi z existence univerzalniho TS (Turingtv stroj,
ktery simuluje vypocet jiného TS nad danym vstupem)
U(T,X) =T(X) T je kéd stroje, X jsou vstupni data
— muzeme udélat stroj P(X), ktery se na datech X zastavi
pravé kdyz U(X,X) se nezastavi
— U(P,P) vede ke sporu: P(P)\ < U(P,P)T < P(P)T
(diagonalni metoda)
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Postluv korespondenéni problém

Postovym korespondenénim problémem (PKP) nazyvame koneény
seznam dvojic neprazdnych slov [u,,v,],..., [u,,V,].

Rikame, ze Postiiv korespondenéni problém ma feseni, pokud existuji

indexy iy,... iy tak, ze 1<i; <n a u; u;,...u;, =V V...V,

k
Rikame, ze Postiiv korespondenéni problém ma inicialni feseni, pokud

existuji indexy iy,... iy tak, ze 1<i; <n a uyu U;,...U;, = V4V V..V,

k
Véta: PKP je algoritmicky rozhodnutelny, pravé kdyz je algoritmicky

rozhodnutelné zda PKP ma inicialni reseni.

Duikaz:
PKP s inicialnim feSenim = PKP (staci vyzkousSet vSechny zacatky)
PKP = PKP s inicialnim reSenim

znaceni a,a,...a,* =a,0a,0...a,® °3;3,...a, =©a,0a,°...3,

Xp=oUs®, Xy U Xpup = ¢

Y11=V Y TYp Y2 T 0@

PKP s u,v ma inicialni reSeni pravé kdyz PKP s x,y ma reseni
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Algoritmicka nerozhodnutelnost PKP

Existence inicialniho feSeni PKP neni algoritmicky rozhodnutelna.
Duikaz:
vypocet TS pro slovo w prevedeme na PKP

u \" u \"
+ +equw+ xqy q qeF
X X xeX xq+ q+
+ + +qy +q
++ +
pX ay 8(p,x)=(q,y,0) 9

p+ qy+ 8(p,€)=(q,y,0)
px yq 8(p,x)=(q,y,+1)
p+ ya+ gzp,s))=((q,y,+11)) PKP ma inicialni re$eni
zpx qzy P,X)=(q,,- .

zp+ [ qzy+ [ 3(p,)=(q.y:-1) < TS se zastavi nad w
+px | +qey | 8(p,x)=(q.y,-1)

u: + Ko + K..1 HK, + +q+ +
v: + K, +|K, + + K, +Huqv + .. Tqti+
— A S
—~ ~"
vypocet mazani
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Algoritmicka rozhodnutelnost u BKJ

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnutelné,
zda dané slovo patfi ¢i nepatri do jazyka.
— umime A €L(G) (S=%*A)
— pro ostatni slova pouzijeme ChNF (X »> YZ, X — a)

v kazdé derivaci se délka slova zvétSuje nebo roste pocet
terminalnich symbolu (tj. v derivaci neni cyklus!)

na terminalni slovo délky n pouzijeme pravé (2n-1) pravidel
derivaci pro vSechna slova délky n je kone€éné

muzeme postupné vyzkouset vSechny derivace vedouci ke
slovim dané délky, napfiklad prohledavanim do hloubky

Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhodnuteiné,
zda je jazyk prazdny.
umime zjistit, zda z S I1ze generovat terminalni slovo
(algoritmus redukce)
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Algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Pro bezkontextové gramatiky G,,G, je algoritmicky nerozhodnutelné
zda L(G,) nL(G,)=2.

Dukaz: prevedeme PKP na dany problém
mame PKP [u,,v,],..., [u,,V,]
zvolime nové terminaly a,,...,a, pro kédy indexu
G,: S— uy;Sa; | ua; generuje slova u;.... u; a ... a
G,: S— v;Sa, | v;a generuje slova v,.... v, ;... a
PKP ma feSeni praveé kdyz L(G,) NL(G,)=J
u-cast = v-cast + slozky a; zajist'uji stejné poradi

i

i

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextova gramatika
viceznac€na.

Duikaz:
S—>S,|S,
S, > uS,a; | ua,
S, - v;S,a | v;a
PKP ma resSeni praveé kdyz je gramatika viceznaéna
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Dalsi algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda L(G)=X* pro BKG G.
Duikaz:
G,: S— uy;Sa; | u;a; generuje slova u;.... u; a; ... a
G,: S>> v;Sa; | v;a generuje slova v,.... v, ;... a;,
jazyky L(G,), L(G,) jsou deterministické, tedy -L(G,) a -L(G,) jsou
deterministické BKJ a -L(G,) U -L(G,) je BKJ
mame BKG G takovou, ze L(G) = -L(G,) U -L(G,)
PKP ma feSeni © L(G,) N L(G,)2d < L(G) = -L(G,) U -L(G,) = X*

Poznamka: L(G) = O je algoritmicky rozhodnutelné.

i

Duasledky: Nelze algoritmicky rozhodnout, zda
L(G) =R, pro BKG G a regularni jazyk R (dukaz: za R zvolme X*)
R c L(G), pro BKG G a regularni jazyk R (dikaz: za R zvolme X¥)
L(G,) = L(G,), pro BKG G, a G, (dukaz: necht’ G, generuje X*)
L(G,) c L(G,), pro BKG G, a G, (dukaz: necht’ G, generuje X?)

Poznamka: L(G) c R je algoritmicky rozhodnutelné
L(G) cR< L(G) n-R=J + (L(G) n -R) je BKJ
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Shrnuti

popis nekone¢nych objektil kone€nymi prostredky
regularni jazyky
koneéné automaty (NKA,2KA)
Nerode, Kleene, pumpovani

bezkontextoveé jazyky
zasobnikové automaty (DZA)
Dyckovy jazyky, pumpovani

kontextove jazyky
linearné omezené automaty
monotonie

rekurzivné spocetné jazyky
Turingovy stroje
algoritmicka nerozhodnutelnost

pouziti nejen pro praci s jazyky!
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